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Алгебра и анализ 
Том 11 (1999), вып. 3 

О ЗАДАЧЕ КОШИ-ДИРИХЛЕ ДЛЯ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ В КЛИНЕ 

© А. Ю. Кокотов, Б. А. Пламеневский 

Введение 

Пусть К — открытый (п-^)-мерный конус в эвклидовом пространстве Rn _ d , 
гладкий вне вершины. В цилиндре Q — {(ж, t) : х £ К х Rd, -оо < t < +00} рас­
сматривается система уравнений C(DI,Dt)u(x,t) := Dfu(x,t) —V(Dx)u(x,t) = 
f(x,t), где V(DX) — сильно эллиптическая формально самосопряженная (к х к)-
матрица дифференциальных операторов второго порядка с постоянными ко­
эффициентами. На границе 8Q цилиндра задано условие Дирихле. 

Главной целью является асимптотика решений вблизи ребра клина D = 
K x R J . Для обоснования асимптотических формул развивается теория раз­
решимости указанной задачи в шкалах весовых пространств. В статье продол­
жаются исследования, начатые в [1, 2], где обсуждалось волновое уравнение 
utt(x,t) — /\xu(x,t) = f(x,t). Полученные результаты позволяют установить со­
ответствующие факты и для задачи с переменными коэффициентами в про­
извольной области G с гладкими непересекающимися ребрами. Такой переход 
является стандартным (краткое описание см. в [2]); здесь мы его не обсуждаем. 
Не останавливаемся и на стандартном же переходе к задаче в полуцилиндре 
G х {t > 0} с нулевыми начальными условиями. 

Как и в [1, 2], метод основан на „комбинированных" априорных оценках 
решений. Преобразование Фурье по времени и вдоль ребра приводит к задаче 
с параметром (С, т) в конусе К, ( е Rd, т = а - if, a E R, 7 > 0. В малой зоне у 
вершины применяется известная весовая эллиптическая оценка. Далеко от вер­
шины устанавливается весовое „гиперболическое" неравенство; оно получается 
локализацией глобальной энергетической оценки. Склеивание в промежуточной 
зоне гиперболического и эллиптического неравенств требует от данных задачи 

Ключевые слова: весовые пространства, ребра, асимптотика решений. 
Поддержано грантами РФФИ 98-01-01091 и INTAS-RFBR 95-0414. 
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дополнительной гладкости по времени и вдоль ребра. Априорные оценки нуж­
ны для исследования разрешимости рассматриваемых задач в шкалах весовых 
пространств. 

Даны две независимые реализации этой схемы; в каждой из них используется 
„своя" глобальная энергетическая оценка. В одном случае такая оценка имеет 
вид 

72 [e-2yt\Vu{x,t)\2dxdt'< с f e~2,rt\C(Dx,Dt)u(x}t)\2dxdt (0.1) 

с постоянной с, не зависящей от j > 0; предполагается, что и \ 8Q = 0. Это 
неравенство, конечно, известно. В другом случае (с неоднородным краевым 
условием) применяется неравенство 

72 Г e-2'rt\Vu(x,t))\2dxdt + 'i Г е-21"|У„и(а!}<)|2</вЛ 
Q SQ 

,с{/е-|(Г„)(1,<)Г^ + ,/е- |Уг»(М)Р^}. <"-2> 
Q SQ 

где V„, V r — нормальная и касательная составляющие градиента. Такого ро­
да неравенства для строго гиперболических уравнений произвольного поряд­
ка в гладких областях хорошо изучены (см. [3-7]). Мы не требуем строгой 
гиперболичности системы, однако (только в случае оценки (0.2)) подчиняем 
ее эллиптическую часть условию даже более ограничительному, чем сильная 
эллиптичность. В частности, для скалярных уравнений оно выполняется авто­
матически, а применительно к теории упругости это условие состоит в поло­
жительной определенности формы а ^ К / Д™ всех матриц {££} (а не только 
симметрических, как обычно); здесь {o^J — тензор упругой энергии. Систе­
ма Ламе удовлетворяет указанному требованию лишь при ц > А (А и ц — 
постоянные Ламе). Отметим, что динамическая система Ламе с тремя про­
странственными переменными не является строго гиперболической (в смысле 
определения из [5]). Мы доказываем неравенство (0.2), следуя в основном ме­
тоду Гординга [8] и Хёрмандера [9]. Вызвано ли упомянутое дополнительное 
условие существом дела или способом рассуждений, пока остается неясным. 

В сравнении* с (0.1) оценка (0.2) оказывается более избирательной не только 
по отношению к уравнениям, но и к областям. Соответствующие ограничения 
содержатся в предложении 3.5. Из примеров видно, что освободиться от них, 
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вообще говоря, нельзя. (Конус, совпадающий с плоскостью, из которой удален 
луч, не подчиняется условиям предложения 3.5. Неравенство (0.2) не выпол­
няется, скажем, для оператора C(Dx,Dt) = д"\ — Ах, что можно усмотреть из 
асимптотики решений вблизи начала луча). 

С каждой из оценок (0.1) и (0.2) связываются шкалы весовых пространств. 
Роль веса играет |у|^е ''̂  где \у\ — расстояние от точки х = (у, z) € D до ре­
бра. В этих шкалах доказываются упомянутые комбинированные оценки при 
всех (3 ^ 1, (3 ^ {Рк\, где {/?*} — некоторая последовательность, такая, что 
1 > pi > (32 > . . . , fik •->• — оо. Задаче с параметром в конусе сопоставля­
ется замкнутый оператор. Ядро и коядро этого оператора тривиальны, если 
(3 € (/?i, 1]. С уменьшением (3 размерность коядра возрастает (при переходе (3 
через (3k), оставаясь конечной. Элементы базиса в коядре однозначно опреде­
ляются своей асимптотикой вблизи вершины. Все это позволяет описать асим­
птотику решений у вершины конуса, включая формулы для коэффициентов в 
асимптотике. Здесь используются результаты статей [11-12] об асимптотике 
решений эллиптических краевых задач в окрестности конических точек (см. 
также [13]). Обратным преобразованием Фурье теория переносится на задачу 
в клине. 

Волновое уравнение utt(x,t)—Axu(x,t) — f(x,t) с однородным краевым усло­
вием Дирихле в области с ребрами рассматривалось в [2] (реализация описан­
ной схемы, основанная на оценке вида (0.1)). Некоторые результаты для вол­
нового уравнения с неоднородным краевым условием анонсированы в заметке 
[1]; в настоящей статье, в частности, дано их доказательство. 

Гиперболические задачи в негладких областях пока мало изучены. Ука­
жем несколько работ, которые относятся к этой проблематике, хотя они и 
не использовались в предлагаемой статье. Волновое уравнение рассматрива­
лось в [19] (клин с ребром коразмерности 2, явная формула для решений), 
[20] (области с ребрами, подход основан на функциональном исчислении для 
оператора Лапласа), [21, 22] (микролокальный анализ); см. также приведен­
ную в этих статьях литературу. Книги [23-25] посвящены случаю „прямоли­
нейной" границы и построены главным образом на явных формулах. В [26] 
намечен некоторый общий подход, отличающийся от предложенного в [1] и 

И-
Первые два параграфа статьи содержат комбинированные оценки в конусе, 

связанные с „универсальным" неравенством (0.1). В §3 доказываются оцен­
ка (0.2) и соответствующие комбинированные неравенства. Существование й 
единственность решений задачи в конусе установлены в §4. Свойства операто­
ров'краевых задач в зависимости от весового показателя изучены в §5. Асим-
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птотика решений задачи в конусе дана в §6. В последнем §7 формулируются 
окончательные результаты статьи для задачи в клине. 

§1. Комбинированная оценка решений задачи в конусе 

1. Функциональные пространства. Пусть К — открытый (п - с?)-мерный конус 
в эвклидовбм пространстве Rn~d. Вершина О конуса совпадает с началом ко­
ординат; множество ft = Kn sn~d~1 является областью с гладкой границей на 
единичной сфере 5 ,n-<i_1. 

Пусть s — целое неотрицательное число и /? е К. Введем пространство Нр(К) 
как пополнение множества С^°(К \ О) по норме 

:|«; Щ(Щ\\ = (. Е / Ы2{1,-а+Щ)\Оа
уи{у)\Чу^ . (1.1) ^ \y\W-«W\D°u{y)\4y\12 

Пространство Я^(К; q) с положительным параметром q наделяется нормой 

1/2 

щЩ(К;Я)\\=(^2<12к\\щЩ-к(Щ2) • (1-2) 
^ к=0 ' 

Точки х клина Ю> = К х Rd будем записывать в виде х = (y,z), где у £ К, 
z е Rd. Обозначим через М ребро О х Rd клина D, а через Q — цилиндр {(х, t) : 
x's D,t е Е}. Пространство H^(Q) есть пополнение множества Сс°°((б\М) хЕ) 
по норме 

\\w;H'p(Q)\\ = (J2 / / | y | 2 ( ^ s + H ) | #VM) | 2 ^V • (1-3) 
lal=SsD к 

Норма в H^(Q;q) задается формулой (1.2) с Q вместо К. Через V$(Q,i) при 
7 > 0 обозначается пространство с нормой 

IK V^Q; 7) | | = \\wi;H}(Q; 7)| | , (1.4) 

где to'7^,'*) = exp(—yt)w(x, t). 
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Пусть 

w(y,С,г) = F{Xit)MCiT)w(y,z,t) = (2тт)-^+1У2 j e-i(z~iTiw(y,z,t)dzdt, 

причем т — а - if, a € R. Положим 

Р = Р(С,Г) = (|С|2 + И 2 ) 1 / 2 . г7-ру, Щ»/,С,г) = ш(р-1т,,С,т). (1.5) 

Можно проверить (см. [2]), что норма \\w;V^(Q;j)\\ эквивалентна каждой из 
следующих двух норм: 

1 / 2 (1-6) 
J\\wC;(,T);Hsp(K-p)\\2d(d<T 

Jpd-n-2^~3)\W(;C,r);H^K;l)\\2dCda 

(подразумевается, что в этих эквивалентностях соответствующие постоянные 
не зависят от 7 > 0). 

2. Постановка задач в клине и конусе. Пусть V(DX) обозначает (к х/с)-матрицу 
однородных дифференциальных операторов второго порядка с постоянными 
коэффициентами, Dx = (-id/dxi,..., —гд/дхп). Будем считать оператор V фор­
мально самосопряженным и сильно эллиптическим, т. е. таким, что 

(V(0v,ri) > со\(Ш2 (1.7)" 

с положительной постоянной с0 и любыми ( е Ж", г/ £ Ск; через (,) обозначено 
скалярное произведение в С 1 . 

Рассмотрим задачу 

C(Dx,Dt)u{x,t) := utt{x,t)+V{Dx)u{x,t) = /(*,*), (x,t) £ D x E , 

(1.8) 
u{x,t) = 0, (x,t) e dD x R. ^i.g) 
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Применяя к равенствам (1.8), (1.9) преобразование Фурье F^^^^, полу­
чим задачу с параметром ((, г) в конусе К: 

C(Dy,(,r)u(y,(,T)=.f(y,C,T), « e l , (1.10) 

u(y,C,r) = 0, иедК. (1.11) 

Перейдем к новым переменным 

Tj = py, U(T],(,T) =Цр'1г1,(,т), F(rj,C,r)=p~2f{p~1r],C,r) 

и перепишем формулы (1.10), (1.11) в виде 

C(D4,e)U(r,,C,r) = F(r,,(,T), т,еК, (1.12) 
U(V,(,T) = O, т,едк, (1.13) 

причем 

в = в(С,т) = (Ср"1,тр"1), т = (т-{ъ < T € R , 7 > 0 . (1.14) 

3. Энергетическая оценка решений задачи (1.10)., (1.11). 

Предложение 1.1. Для v е СС°°(К) имеет место неравенство 

72 | |w-5-i(K )P)| |2<c||£(B„C*r)w;I2(K)||2 , (1.15) 

в котором, постоянная с не зависит от параметров ( € Rd, т = a — i^ при а е R 
и 7 >. 0. 

Доказательство. Для и € CC°°(D x R) имеем 

t t 

/ / {(utt,ut) + (V(Dx)u,ut})dxdt= / / {f,ut)dxdt. 



146 А. Ю. КОКОТОВ, Б. А. ПЛАМЕНЕВСКИЙ 

Складывая это равенство с комплексно сопряженным, получаем 

t 

J f {dt\ut\2 + {V(Dx)u,ut} + {uuV(Dx)u))dxdt 
В — oo 

t 

= 2Re f f (f,ut)dxdt. (1,16) 

Пусть || • || и (,) — норма и скалярное произведение в Ь2(Щ. Ясно, 
ЧТО (Vu{;t),Ut{;t)) + {ut{;t),Vu(;t)) = (Ги{; t),Ut{; t)) + (Vut{,,t), u{; *)) = 
dt(Vu(-,t),u(-,t)). Поэтому (1.16) переписывается в виде 

\ut{;t)f+{Vu(;t),u(;t)) =2Re f J {f,Ut)dxdt. (1.17) 

Условие (1.7) влечет неравенство (Vu(-,t),u(-,t)) ^ co||Acu(-,i)||2. Вместе с 
(1.17) это приводит к оценке 

t 

и««(-,<)|Г+ и а д - . о н 2 < с J n/(.,t)iiiiu«(-,t)iitft. (i.i8) 

Обозначим через h(t) подынтегральное выражение справа, умножим (1.18) на 
е - 2 7 ' и проинтегрируем. Тогда 

J e-2^(\\ua(-,s)f + \\Dxu(-ys)f)ds 

+ 00 s +00 

< с I e'^'ds [: h(r)dr = с f h{r)dr f е~2ПЙ s$ ̂ - [ к$г)<Г**(1г 
•—со —со —об- г —об 

"'"00 1/2 ~*"°° 1/2 

<^(7,с"27'11/(-.')Ц2л) . ( / e-^\\ut(;t)fd^ . (1.19) 

— ОО 
+ ОО S +ОО + 0 6 +ОЙ-

— СО 
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Из (1.19) следует, что 

-+-оо + о о 

7
2 f e - 2 ^ ( | | U i ( . , t ) | | 2 + \\Dxu(;t)\\2)dt < с J e-^Wfi-^fdt. (1.20) 

— ОО — О О 

Выберем в (1.20) функцию u{x,t) = V>(z,t)w(y), где ф е C™{Rd+1) и « е СС°°(К). 
Формула (1.20) принимает вид 

7
2 J \ф{С,<т - г 7 ) | 2 (р 2 |Чу) | 2 + \Dyv(y)\2)dyd(d<r 

<: с J \ф{(, а - г 7 ) | 2 | Д Я у , С, а - iijv{y)\*dyd{dff. 

Благодаря произвольности ф это означает, что 

72 j{p2Hy)\2 + \Dyv(y)\2)dy ^cj\C{Dt,C,a- i~,)v(y)\2dy. 
к к 

Учитывая известное неравенство 

J\v(y)\2/\y\2dy^cf\Dv(y)\2dy, 

получаем оценку (1.15). • 

Теперь мы распространим неравенство (1.15) на линеал, натянутый на 
С~(К) и функции специального вида. Для этого понадобится некоторая под­
готовка. Напомним, что C(Dx,Dt)u = uu +V(Dx)u, и свяжем с эллиптической 
частью V операторный пучок 21. Именно, записывая V(DX) в виде V(Dy,Dz), 
определим 21(A) равенством 

Я(А)у>Н = \yrx+2V(Dy,0)\y\'M"), '(1-21) 

где ш — yl\y\. Пучок С э А и- 21(A) оказывается (к х /с)-матрицей дифференци­
альных операторов второго порядка на сфере Sn~d~l4, эти операторы — поли­
номы относительно А степени не выше 2. Будем рассматривать 21(A) в области 
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ft = КП 5"- r f-1 на функциях у 6 Я2(«) П Я1 (ft); здесь #s(ft) — пространство 
Соболева и Я1 (ft) — замыкание множества C£°(ft) в норме Я1 (ft). Известно 
(см. [14]), что спектр пучка 21 состоит из нормальных собственных значений; 
все они (за исключением разве лишь конечного числа) расположены в двойном 
угле {А € С : | ± 7г/2 - arg А| < тг/2 - 6}, где 0 < 5 < тг/2. 

Пусть А0 — собственное число 21, хх > • • • ̂  х,- — частные кратности А0 и 
{(/>°'J,... ,'p"'~1'i;j — 1,...,J} — каноническая система жордановых цепочек, 
отвечающая числу А0 (по поводу этих понятий см. [15] или, например, [13]). 
Положим 

»ЯЛУ) = \y\iX° E 4( f l°g \y\)P<P{g-"'j)H, (1-22) 
Р=ор-

где w = y/\y\, q = О,1,..., XJ - 1, j = 1,..., J. 

Предложение 1.2. Пусть х € С|°(К), х = 1 вблизи вершины конуса. Если 
21т А0 < п - d - 2, то функции xvq,j + w> где w е СС°°(К), принадлежат Я^(К) 
и подчиняются оценке (1.15). 

Доказательство. Включение xvq,j £ Щ(Щ следует из определения нормы (1.1). 
Проверим неравенство (1.15) для v = xvq,j + w- Пусть ф е C%°(Rd+1) и 
u(y,z,t) = ij)(z,t)v(y). Заметим, что V{Dy,Q)vqij{y) = 0 в К. Значит, функция 
(y,z,t) н» e~~<t£(Dy,Dz,Dt)u(y,z,t) принадлежит пространству L2(Q). Это по­
зволяет повторить вывод неравенства (1.20) для только что указанной функции 
и. Отсюда вытекает оценка (1.15) для v. • 

4. Комбинированная весовая оценка решений задачи (1.10), (1.11). Обозна­
чим через Т>р линейное множество, натянутое на функции w e C£°(& \ 0), 
подчиненные условию w | дК = 0, и функции вида xvq,j'> здесь vqj определяется 
формулой (1.22), а в качестве А0 может фигурировать любое собственное число 
пучка 21 такое, что 2 Im А0 < 2/9 + (п — d) — 4. 

Предложение 1.3. Пусть число (3 таково, что /3 ^ 1 и прямая Im А = /? + (п — 
d)/2 — 2 не содержит точек спектра пучка 2L Тогда для v e Vp справедливо 
неравенство 

| |х^;Я 2 (К;р) | | 2+ 7>;Я^К;р) | | 2 

^С{||/;Я^(К)||2 + (р1^/7)2 | | /;Ь2(К)||2}, (1-23) 
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где f = C(Dy,(,r)v, х?(у) = Х{РУ), а X — какая-нибудь {фиксированная) функция 
из С^°(К) такая, что х — 1 вблизи вершины конуса. Постоянная с. в (1.23) не 
зависит ни от v, ни от параметров ( е Rd и т = а — i-y, а € Ш, 7 > 0. 

Доказательство. Заметим, что замена переменных у ^ rj = py превращает 
(1.23) в эквивалентное неравенство 

||хС/;Я|(К;1)||2 + (7/р)2||С/;Я^(К;1)||2 

Сс{| |^;Я°(К)| |2 + (р/7)2 | | .Р;12(К)||2}, (1.24) 

ra&F = £(Dr>,e)U,6 = ((/P,T/p). 
Проверку формулы (1.23) разобьем на три шага. 
1) Оценка в окрестности вершины конуса. Задача "(L12), (1.13) эллиптиче­

ская. Поэтому в отсутствие на прямой Im Л = /3 + (n — d)/2 — 2 собственных 
чисел пучка 21 имеет место неравенство 

\\ХЩ Я2(К; l ) f < c{\\XC(D4,6)U; Я°(К)||2 + \\фУ; Я*(К; 1)||2}, (1.25) 

где ф £ С£°(К), хФ = Х> U — любая функция из Щ(К; 1) с условием U | дК — 0 
(см. [10] или, например, [13]). 

2) Оценка вдали от вершины конуса. Пусть Хоо, V>oo — гладкие функции в К, 
равные нулю около вершины конуса и единице в окрестности бесконечности, 
причем фоо^оа = х<х- Покажем, что для любого (3 е R и всех U € Я^(К; 1), 
подчиненных условию U | дК = 0, выполняется неравенство 

(7/р)2 | |ЖооУ;Я^(К;1)||2 

^ ciW^LiD^ep-^^f + Цф^и-Щ^^Щ2} (1.26) 

при всех 7 > 0, а € R и ( € Rd; как и в (1.24), в = ((/р, т/р). Постоянная с в 
(1.26) не зависит от параметров 7, <ти(, 

Пусть ф, х 6 С°°(К), V* = *, suppx С {у : 1/2 < \у\ < 2} и supp</> С {у : 
1/4 < |у| < 4}. Имеем C{Dy,(,T)xU = xC{DyX,r)U + [C,H]U, где, как обычно, 
[£, х][/ = £(£>„, С, T)HU - х£( Д,, С, T)U. Ясно, что 

| | [Г ,х]С/ ;1 2 (К)!К| |^ ;Я 1 (К;р) | ! 
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где H^tf^Kjp)!!2 := Н^Я^К)!!2 + p2||t;, L2(K)\\2 и Я 1 (К) - пространство Со­
болева в К. В силу (1.15) отсюда следует неравенство 

72 |кС/;Я1(К;р)| |2<с{| |хДР ! / ,С,г)С/;Х2(К)| |2 + | | ^ ; Я 1 ( К ; р ) | | 2 } . (1.27) 

Подставим в (1.27) вместо U функцию у н- Ue(y) = U(e~ly), а в качестве 
(С, т). возьмем ((/ер,т/ер) с положительным е. Тогда (1.27) примет вид 

Ыер)2\\ии*;Н\К-е-1)\\ 
^ c{\\xC{Dy,eie)U';L2{K)tf + Цфи^НЧЪе-1)^}. 

Заменим переменные у >-»• ц = \у\/е и умножим в(еравенство на e
4-(™-<0_ в 

результате получим 

(7/р)2 | |хе£7;Я1(К)||2 

< с{||х££(1),^)С/;Ь2(К)||2 +£
2 | |^С/;Я1(1К)| |2}, (1.28) 

где хс(г]) = х(ег]) и т. п. Умножим (1.28) на е-2'", положим е = г-7 ', j = 
1,2,..., и, складывая эти неравенства, придем к оценке (1.26). Для того чтобы 
проследить появление норм ||-;#£(К)||, нужно учесть, что 1/(4е) < |т?| < 4/е на 
носителе функции ц »-+ фе(т)), и вспомнить определение нормы в Щ(К, 1) (см. 
(1.1) и (1.2)). 

3) Глобальная оценка. Сложим неравенства (1.25) и (1.26). После сложения 
срезка Кос в левой части уже не нужна; в самом деле, считая, что н^ = 1 вне 
носителя х, имеем 

(7/р)||(1 - *oo)t/; H}(K; 1 ) |K c\\xU; Я2(К; 1)||. 

Поэтому 

| | Х ^ ; Я 2 ( К ; 1 ) | | 2 + ( 7 / Р ) 2 | | ^ ; Я ^ ( К ; 1 ) | | 2 

< c{||£(Z?„0)U;Я°(К)||2 + Цф^и;ffJ.^K; 1)||2}. 

Заменяя переменные т/ к> у = р-1??, приходим к оценке 

| |x^ ; f f 2 (K;p) | | 2 + 7
2 |k f f^(K;p) | | 2 

< c{||£(£>,,C,r)t,;J?J}(K)||2 + | |</w«; ^ - i ( K ; p ) | | 2 } , (1.29) 
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где хР{у) = Х{РУ), ФООЛУ) = Фоо(ру), v(y) = U(py). Займемся последним слага­
емым в правой части (1.29). Учитывая расположение носителя срезки фоо,Р и 
условие / 3 ^ 1 (которое до сих пор не использовалось), получаем 

№oo,,,«;ff£-i(K;p)ll2 

< с j l y l ^ - ^ I V v ^ M - W + p ' M 2 ) ^ 
сх/р<Ы 

<С cp^-V J{\W\2 + (|уГ2 + p2)\v\2}dy. 
к 

Применим теперь неравенство (1.15) и придем к соотношению 

| |Vw«;F i^ (Kjp) | | 2 < с{рх^ hf\\C{Dy^r)v- L2(K)||2. (1.30) 

Сопоставление (1.29) и (1.30) приводит к (1.23). • 

Замечание 1.4. Если прямая Im Л = p+{n-d)/2-2 содержит собственное число 
ц пучка 21, то оценка (1.25) опровергается последовательностью x{r)rl0^nr + 
7V)r**V(w), где г] € С°°(Ж^), q(r) = 0 при г < 1 и rj(r) = 1 для г > 2; ip — 
собственная функция пучка 21, отвечающая числу ц; N = 1,2,... Если к тому 
же (5 < 0, то указанная последовательность опровергает и оценку (1.24). 

§2. Повышение гладкости в комбинированной оценке 

В этом параграфе доказывается неравенство типа (1.23) с „повышенной 
гладкостью"; именно оценивается величина ||хР«; # Л + О № Р ) Н + 7llvi ^a+g№p)ll 
при q = 0 , 1 , . . . Точная формулировка дана в предложении 2.8, частным случаем 
которого (для q = 0) является предложение 1.3. 

Сохраняется общая схема рассуждений, использованная в доказательстве 
предложения 1.3. Сначала устанавливаем локальную оценку с повышенной 
гладкостью, заменяющую неравенство (1.27). С ее помощью, разбивая конус на 
зоны, получаем оценку вне вершины. В окрестности вершины нужное неравен­
ство доставляется эллиптической теорией. Это приводит к соотношению типа 
(1.29), правая часть которого содержит (кроме значения оператора) подопера-
торную функцию. Такое слагаемое оценивается по индукции с предложением 
1.3 на первом шаге. 



152 А. Ю. КОКОТОВ, Б. А. ПЛАМЕНЕВСКИЙ 

1. Оценка в зоне {у е К : 1/2 < \у\ < 2}. Займемся сначала внутренней оцен­
кой. Пусть U — открытое подмножество в {у € К : 1/2 < \у\ < 2} (К — от­
крытый конус), U С К и tp, ф е Cc°°(f). Будем считать, что ф = 1 на открытом 
множестве, содержащем supp е. 

Лемма 2.1. Для и е C°°(£/) ири всех ( € Rd, т = а - i-y, где а е Ш и -у > Q, 
справедливо неравенство 

7 2 | | ^ ;Я в + 1 (К ;р ) | | 2 ^ с{\\фС(Оу,(,т)щН°(К;р)\\2 + \\фи;Н*+1(К;р)\\2}; (2.1) 

здесь s = 0 , 1 , . . . 

Доказательство. Имеем 

£(Dy,(,T)ipu = tpCu + [£,ip]u. (2.2) 

Заметим, что для s = 0 , 1 , . . . 

| | [Г ,Ни;Я а (К ;р ) |Кс | | ^ ;Я ' + 1 (К ;р ) | | . (2.3) 

Поэтому из неравенства (1.15) и формулы (2.1) вытекает оценка 

y2\\9u-H\K-p)f ^с{\\ф11щЬ2(К)\\2 + \\фи;Нг(Щр)\\2}. (2.4) 

В (2.1)-(2.4) функцию и можно заменить на DJU, где D, = -id/dyj, j = 
l,...,n — d. Значит, 

у2\\<рП]ЩН\К;р)\\2 < с { | | ^ £ и ; £ 2 ( К ) | | 2 + ЦфО^Н^Щр)]]2}. (2.5) 

Сложим неравенства (2.5) и умноженное на р2 неравенство (2.4). Мы получили 
оценку (2.1) при s = 0 и s = 1. Ясно, что подобным образом проверяется (2.1) 
и для остальных s = 2 ,3 , . . . • 

Перейдем к оценке вблизи границы. Будем считать U подобластью в множе­
стве {у G К : 1/2 < \у\ < 2} такой, что в окрестности пересечения UndK граница 
дК допускает представление yn-d = h(yi, • • •, уп-&-\), где h — однородная функ­
ция степени 1, гладкая вне начала координат. Введем новые переменные у[ — 
y\,---,y'n-i-i = yn-d-i, y'n-i = Уп-d - / i (y i , . . . , yn -d- i ) ; B координатах у' мно­
жество Ж П U является плоским. Выражение -C(Dy,Dz,Dt) — д\ + V{Dy,Dz) 
переписывается в виде д2 + S(y';Dyi,Dz) =: M(y';Dy/,Dx,Dt). В следующей 
лемме встречаются только координаты у'; будем обозначать их снова у. 
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Лемма 2.2. Пусть v e C™{U), v | ( Ж П U) = 0. Гог^а 

7
2 | |г;;Я1(г7;р)||2<с{|И(у,1?у,С,г)г );12(г7)||2 + ||«;Я1(С/;р)||2}, (2.6) 

причем постоянная с не зависит ни от v, ни от параметров С, € Rd, а б R, 7 > 0. 

Доказательство. Представим S как сумму S0 + Si, где So — формально само­
сопряженный оператор и ordSi ^ 1- Поскольку So — сильно эллиптический 
оператор, то выполняется неравенство Гординга 

(Sou, v) > со||„; Я З Д - c\\v; L2(U)\\ (2.7) 

с постоянными со > 0 и С. 
Пусть и е СС°°(С/ х Rd+1), и = 0 на 8U х Шл+\ (При / = M(y,Dy,Dz,Dt)u 

имеем 
t , t 

/" (Й .Ы| 2 + (5u,«0 + {uuSu))dt = 2 Re /" ( / ,u t)A (2.8) 
—00 —00 

(ср. с (1.16)); здесь и далее || • || и (,) обозначают норму и скалярное произве­
дение в L2{U)). Ясно, что 

(Su,ut) + (ut.,Su) = 9((SOM,M) + 2Re(Siu,u t). 

Поэтому из (2.7) и (2.8) следует, что 

{Ы-м' + Ы-ЛнЧюГ 
t 

^с J (\\f(.,s)\\ + \\u(.,s);H\U)\\)\\us(;s)\\ds. 
— 00 

Умножим это неравенство на е - 2 7 ' , проинтегрируем и получим (ср. (1.19) и 
(1.20)) 

+ 0О 

\? J e-2«(\\ut{.,t)f + H-,ty,H4U)\\2dt 
— оо 

+ оо 

^с J e-^(\\f(.,t)r + \\u(;t)-Hl(U)\\2)dt. 
— оо 

Полагая, как и в доказательстве предложения 1.1, u(y,z,t) — ip(z,t)v(y), прихо­
дим к неравенству (2.6). • 
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Лемма 2.3. Пусть v e C™{U), v | ( Ж П U) = 0. Тогда 

7
2 | |г , ;Я'+ 1([/ ,р)| |2 *С c{\\M(y,D„С,T)V;H°(U;p)f + \\v;H°+1(U;p)\\2}. (2.9) 

Доказательство. Дифференцируя равенство Mv = g no касательным перемен­
ным rjj, j = 1,... ,п — d — 1, имеем MVJ + MJV = gj, где VJ = —idv/dyj, a 
оператор Mj получается из М дифференцированием коэффициентов. В силу 
(2.6) отсюда следует, что 

n-d-\ 

7
2 £ ^Н^ЩрЩ2 ^c{\\Mv;H\U;p)\\2 + \\v;H2(U;p)\\2}. (2.Ю) 

3 = 1 

Уравнение Mv = g можно разрешить относительно производной D2
n_dv (по 

нормальному направлению к границе). Полученное выражение оценивается с 
помощью (2.10) и умноженного на р2 неравенства (2.6). Мы приходим таким 
образом к оценке (2.9) при s = 1 (для s = 0 она совпадает с (2.6)). Повторяя 
тот же прием, получим (2.9) и для остальных s = 2 ,3 , . . . • 

Леммы 2.1-2.3 и разбиение единицы позволяют доказать следующее утвер­
ждение. 

Лемма 2.4. Пусть ф, я е С°°(К), фи = и, supp>r С {у : 1/2 < \у\ < 2} и 
виррф с {у : 1/4 < |г/| < 4}. Для функций v б С°°(К), подчиненных условию 
v | Ж = 0, справедливо неравенство 

7
2 | | ^ ; Я а + 1 ( К ; р ) | | 2 ^ с { | | ^ ( £ > у , С , г К Я я ( К ; р ) | | 2 + | | ^ ; Я 5 + 1 ( К ; р ) | | 2 } , (2.11) 

где 5 = 0 , 1 , . . . , а постоянная с не зависит ни от v, ни от параметров С € Kd, 
т = а — ij, а € R, у > 0. 

2. Оценка вне вершины конуса. Пусть ях, ф^ — гладкие функции в К, равные 
нулю около вершины конуса и единице в окрестности бесконечности, причем 
ХооФоо = Хоо-
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Лемма 2.5. Для любого числа /3 € R и всех U € Я^+2(К, 1), подчиненных условию 
U | Ж = 0, справедливо неравенство 

( 7 / p ) V o o t f ; ^ + 1 ( K ; l ) l | a 

< c{||</wC(I>4,0)t/; Я^(К; 1)||2 + ||Vool7; Я£}(К; 1)||2}, . (2.12) 

где в = (С/р, т/р), s — О,1 , . . . , а с не зависит ни от U, ни от параметров. 

Доказательство аналогично выводу неравенства (1.26); вместо оценки (1.27) 
следует использовать формулу (2.11). • 

3. Оценка вблизи вершины конуса. 

Лемма 2.6 ([10] или, например, [13]). Пусть х, Ф £ С^°(К), х = 1 вблизи вер­
шины конуса, хФ = Х- Пусть еще на прямой 1т\ = [3 — s + (п — d)/2 — 2 нет 
собственных чисел пучка 21 (см. (1.21)). Тогда для всех функций U £ Яд+2(К; 1) 
таких, что U \ дК = 0, имеет место неравенство 

\\XU; #;+2(К; 1)||2 < с{\\фС(Оч, в)Щ Я|(К; 1)||2 + \\фЩ Щ+1(К; 1)||2}. (2.13) 

4. Комбинированная оценка с повышенной гладкостью. Следующая лемма 
содержит обобщение (с повышенной гладкостью) оценки (1.29). 

Лемма 2.7. Пусть прямая Im А = (3 + (п — d)/2 — 2 свободна от спектра пучка 21 
Тогда для q — 0 , 1 , . . . и всех v £ Я ^ ( К ; р), удовлетворяющих условию v \ дК — 0, 
выполняется неравенство 

| |Х^;Я2+«(К;Р)| |2 + 7
2 | | г ; ;Я^ (К ;р ) | | 2 

< с{\\С(Оу,С,т)у;Щ+я(К;р)\\2 + | |^оо„,«;Я^_1(К;р) | |2}; (2-14) 

здесь, как и прежде, х € С£°(К), х = 1 вблизи вершины конуса, фоо е С°°(К), ф = 
0 около начала координат и ф = 1 в окрестности бесконечности, ХР(У) = Х(РУ)> 
Фсо,Р{у) = Фоо{ру)', постоянная с не зависит ни от v, ни от параметров С € Rd, 
т = а — 17) с € К, 7 > 0-

Доказательство. Ясно, что условие леммы 2.6 выполнено с заменой (3 и s на 
(3 + q и q. Сложим неравенства (2.12) и (2.13) для таких (3 и s, избавимся 
от срезки Хоо в левой части (после сложения она становится ненужной) и 
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совершим замену переменных г? ^ у = ЛР'1- В результате получим оценку 
(2.14). • 

Теперь, наконец, все готово для обсуждения основного результата этого па­
раграфа. Положим 

{/},, /,(К;р,7)2 

= Е(р/7)У | | / ;Я|;>__,.(К;р)| |2 +(p1-^hl+")2\\f;L2(K)\\\ (2.15) 

где /3 G R и g = 0 , 1 , . . . 

Предложение 2.8. Пусть выполнены условия предложения 1.3. Тогда для v € Vp 
справедливо неравенство 

| |х ,«;Я|+;(К;« г) | |3+72 | |и;Я^;(К;р) | |2^с{/:(13„,С>гИ,, / , (К;р17)2 , (2.16) 

где q = О,1 , . . . , а постоянная с не зависит ни от v, ни от параметров. 

Доказательство. Для q — 0 формула (2.16) совпадает с оценкой (1.23) из пред­
ложения 1.3. Допустим, что для q ^ go неравенство (2.16) установлено, и пока­
жем, что тогда оно верно и при q = q0 + 1. 

В силу леммы 2.7 достаточно оценить последнее слагаемое справа в (2.14) 
при q = q0 + 1, т.е. величину 

| | ^ » ; Я 2 + £ ( К ; р ) | | 2 = ||^оо.Р«;Я2+«(К)||2 + р 2 | | ^ , , « ; Я ^ ( К ; р ) | | 2 . (2.17) 

Имеем 

£(Py,0)V>oo,pW 

= фоо^ЦБу, С, r)v + [C{Dy, (, г), фоо,р]и 
+ (C(Dy,0)-C(Dy,(,T))Tf>aOtPv. (2.18) 

Известно, что уравнение 

£(£»„0)« = / е Я | ° ( К ) 
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имеет единственное решение и е Я | ^ ° ( К ) , удовлетворяющее условию v | дК = 
0; для этого решения верна оценка 

| |«;Я|+;»(К)| |<С | | / ;Я»°+ Л(К)| | (2.19) 

(см. [10] или [13]). Нормы в Я Д (К) второго и третьего слагаемых из пра­
вой части (2.18) не превосходят ср||1;;Я^°(К;р)| |. Поэтому из (2.17)-(2.19) 
вытекает неравенство 

HtfWv;ff£;°(K)f < с(| |£(Ду ,С,г)и;ЯД,о(К)| |2 + р 2 | | и ; Я ^ о ( К ; р ) | | 2 ) . 

Последнее слагаемое уже оценивалось на предыдущем шаге индукции (см. 
(2.16) при q = q0): 

\\v;Hl+H(K;p)\\ < ^{£(Dy:(,T)v}q0tP(K;p:1). 

Остается заметить, что 

Р2/72{/}2,1/3 + \\f;Hfcl+1(K;p)\\2 = { / } 2
+ M . . 

§3. Априорные оценки решений в конусе 
с неоднородным краевым условием 

Здесь обсуждаются системы, эллиптическая часть которых подчинена усло­
вию еще более строгому, чем сильная эллиптичность. В частности, для скаляр­
ных уравнений (второго порядка) это не приводит к дополнительным ограниче­
ниям, а система Ламе теории упругости с коэффициентами Л и ц удовлетворяет 
упомянутому условию лишь при \i > Л. 

Будем рассматривать выражение 

{C{DX, Dt)u)a = dfUa - a*pdidjup, (3.1) 

подразумевая суммирование по повторяющимся индексам, причем а, Р = 
1, . . . , k; i,j = 1,...,п; и = (щ,...,Uk), dj = d/dxj, а коэффициенты а£„ посто­
янные и вещественные. Удобно положить t = xn+i и писать (£и)а = g'Jgdidjiip. 
Предполагается, что 

' 9а/з= Зар, <?«/? = <#«• (3-2) 
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Теперь введем условие, о котором шла речь в начале раздела: для любых 
векторов ( ; £ Rfc, CJ = (Ci>• • •!(jD> J — *>• • • 1 п> имеет место неравенство 

^сс^ЕВС")2 (3-3) 

с постоянной ро > 0. 
Ясно, что при (i = ^rja из условия (3.3) вытекает неравенство (1.7), т. е. 

сильная эллиптичность. Обратное неверно: сильная эллиптичность не обеспе­
чивает справедливости неравенства (3.3) (мы обсудим это позже в связи с 
уравнениями Ламе). 

1. Энергетические оценки. Сначала займемся оператором (3.1) в цилиндре 
D х R, где, как и прежде, D = К х Rd. Следующее рассуждение, приводящее 
к лемме 3.1, по существу содержится в [9] (для скалярного, уравнения второго 
порядка). 

Преобразуем выражение 

fsd3ua(Cu)a - fsdsuagl^didju^ 

выбор постоянного вектора f = (f1,...,/n+1) уточним позже. Имеем 

ds{glaf)diuadjup) 

= g'apd3diuadjup + g'apdiUadsdjup 

= 2g^/3dsdiuadjUp 

= Zg'apdiidsUcdjup) - 2g'^dsuadidjUfi. 

Поэтому 

2f3dsua{Cu)a 

= 2fsdi{g'JpdsUadjU0) - fsds(gl^diuadjup) 

= 2rda(gsJpdluadj40)-fsds(g%diu:adjufi). (3.4) 



О ЗАДАЧЕ КОШИ-ДИРИХЛЕ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ В КЛИНЕ 159 

Пусть G = (Gm') —диагональная (rc+l)x(n+l)-MaTpHnadiag(-p2 , . . . ,-p2 ,1), 
где 0 < р < ро и ро — число из условия (3.3). Положим / s = Gs'fi и перепишем 
формулу (3.4) в виде 

2f3d3ua{Cu)a 

= 2fmGmids{gsJfidiuad]uf)) - fmGmtd.(gi>l)diUadjUfl) 

= d3(2GmifmdiuagsJpdjUp - G m 7m5^a ,« a a i M ^) . 

Отсюда вытекает 

Лемма 3.1. Для всех вектор-функций и = (щ,... ,«*) € .С2(Ю> x R) справедливо 
тождество 

ds{e-2-lt(2Gmifmdluags
a
1
0dju0 - Gms!тд%д{иад3ир)} 

+ 21e-^\2Gmifmdiuagsjpdjui3dst - Gms!тд.±д%дщад-}щ) 
= 2e-2^fsdsua{Cu)a. (3.5) 

Выберем теперь вектор / = ( /ь • • • ,/n+i) так, чтобы выполнялись условия: 
1) G(f,f) > 0 и / n + i > 0 (напомним, что G(x,y) = -р2{хгу1 + Ь xnyn) + 

Жп+iS/n+i); иными словами, вектор / времениподобен относительно G и напра­
влен в будущее. 

2) fi%>\ + • • • + fn-dVn-d > 0 для всех внешних нормалей v — (щ,..., v„-d) к 
дК. 

Условие 2 не для любого конуса выполнимо. Если, например, К — угол 
раствора а на плоскости, то при a = 2n нужного вектора не существует. Если 
же а < 7г, то в качестве / можно взять любой вектор (подчиненный условию 
1), проекция которого на плоскость направлена внутрь угла, вертикального для 
К. . 

Интегрирование тождества (3.5) по множеству D x {t < Т} приводит к фор­
муле 

/ + / \-^\2Ст{fmdiU^djUpVs - GmSfmVsg%diUadjUp)dS 

dBx{t<T) Ох{*=Г} 

+ 2 7 J e-2^{2Gmif„Auags^dju0dA-GmsfmdstgiJ0diuadju0)dxdt 
D x { « T } 

= 2 / e-2^fsdsUa(Cu)adxdt, (3.6) 
Dx{t<T) 
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где vs — компоненты внешней нормали. Заметим, что выражение в скобках 
под первыми двумя интегралами равно 

2G(/, Vua)gap{Vup, v) - G(f, v)gal3(Vua, Vu^) = G(/, rj), (3.7) 

где 

г) = 2gap{Vup, v)Vua - gap(Vua, Vup)v. (3.8) 

В интеграле по множеству D x {t = Т} фигурирует вектор v = (0 , . . . , 0,1); по­
скольку (dit,..., dn+\t) = (0,...., 0,1), то и подынтегральное выражение в объ­
емном интеграле слева записывается в виде e _ 7 tG(/ , г]) с тем же вектором ц. 

Покажем, что форма V« ь-> G(/, 77) положительно определенная. Учтем, что 
при v = (0 , . . . , 0,1) неравенство G(/, г\) > 0 вытекает из соотношений G(rj, т)) > 
О и G(r), v) > 0 (ср. с леммой 24.1.2 в [9]). В самом деле, неравенство G(rj, г]) > О 
означает, что вектор г/ времениподобен относительно G, а в силу G{r},v) > О 
этот вектор направлен в будущее. Так как теми же двумя свойствами обладает 
и вектор / (условие 1), то G(f,r]) > 0. Проверке неравенств G(?7,rj) > 0 и 
G(rj,u) > 0 посвящена следующая лемма. 

Лемма 3.2. Пусть выполнено условие (3.3), v = (0, . . . ,0,1) и вектор г? задан 
формулой (3.8). Тогда G(TJ, 77) > 0 и G(r), v) > 0. 

Доказательство. Введем обозначения: (а = Vua, s = gap{C,a, C/?)> ^ = 9ар((р: и)Са 
и p(s) = G(rj, г?) = G(20 - 51/, 26» - su) = s2 - 4G(0, v)s + 4G(0, в) (напомним, что 
G(J/, v) — 1). Левый корень полинома s *->• p(s) есть si = 2G{9,u) — VP/2, где 
D/16 = G{9,v)2 - G(0,в) = Р

2(в2 + . .. + **)> q. 
Убедимся в том, что s < si, и потому p(s) > 0. Так как g£? 1J = 0 при г =£ п+1 

и при г = п + 1, а ^ /3, то 

i , j = l ,...,n 

-Е(с + 1 ) 2 -«^са (з-9) 
а = 1 
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(см. (3.1)). Далее, 

в = 5аЖ* "Ка = 4,С^С« = Е ffia+1)(n+1)C+1C« 
а = 1 

а = 1 

Значит, 

к , п , к \ 2ч 1/2 

= 2 (Е(С + 1 ) 2 -Р (Е(ЕС + 1 С 
^ а = 1 ^ 9 = 1 ^ а = 1 

^2(ЕСС+ 1)2-Р(ЕЕ(С+ 1)2Е(Ф2) 
^ а = 1 \ = 1 о = 1 /3=1 ' 

= 2(ra-rp(ED«)8)"" 

где г2 = £Х(а+1)2- Теперь из (3.9) следует, что s < st, если 

T2-2Pr(j2(o2)l/2+«%c4>v-

Дискриминант Д этого трехчлена равен 4(р2 XXС')2 -а'арСаСр)- Согласно (3.3), 
имеем Д < 0 и G(r?, TJ) > 0. 

Рассмотрим G(r/, ̂ ) = G(20-.si/, i/) = 2G(0, v)-s. Поскольку s < si — 2(7(0, v)— 
2Р(в\ + ••• + в2

пу/\ то s < 2G(e, и) и G{r), и) > 0. • 

Эта лемма и приведенное перед ее формулировкой рассуждение о положи­
тельной определенности формы (3.7) оправдывают следующее утверждение. 

6 Алгебра и анализ, 1999. Т. 11. № 3. 
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Лемма 3.3. Пусть выполняется неравенство (3.3), а вектор f = (Л,-. - ,/n+i) 
таков, что G(f, f) > 0 и / п + 1 > 0. Тогда справедливы оценки 

Bx{t=T} ° = 1 > ! = 1 Вх{*=Г} ' 

Ox{t<T) a=l j=l В х { « Г } 

где форма G(f, 77) и вектор ту заданы равенствами (3.7) и (3.8) с вектором 
и = (0,. ..,0,1). 

Обратимся к оценке интеграла по множеству дШ х {£ < Г} в (3.6). Подын­
тегральное выражение равно форме (3.1), где v — внешняя нормаль к дВ>. 
Положим, Vua = (а + tav, считая, что векторы £а и v ортогональны и %а е Ж. 
Имеем 

2G(/,.fa + tav)gap{ii} + tpv, v) - G(/, у)дар[^а + *a ,̂ (0 + tpv) 
= G{f, v)gap(y,v)tatp + 2G(f,£a)gap{v, v)tp 

+ 2G(/, fa W ( ^ , « 0 - G(f, u)gap{£a, fr). (3.10) 

Ввиду условия (3.3) 

k 

gal3(v, v)tatp = -a^ViVjtctp < -p\ ^ t\ 

(здесь используется вытекающая из (3.3) сильная эллиптичность не зависящей 
от Dt части оператора C(Dx,.Dt). Кроме того, {?(/, v) < 0 по выбору «вектора / 
— условие 2). Поэтому 

к 
G{f,v)gaf,(v,v)tatp>\G{f%v)\pl^tl. . (3.11) 

a = l 

Далее, 

|2G(/, U)gap(v, u)tf,\ ^ceJ2 G(f, ta)2&*fik», У? + е £ £ . (3.12) 

Сопоставляя (3.10)-(3.12), приходим к выводу, что справедлива 



О ЗАДАЧЕ КОШИ-ДИРИХЛЕ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ В КЛИНЕ 163 

Лемма 3.4. Пусть вектор f таков, что G(f, и) < 0, где v — нормаль к дВ. Тогда 

Г * 

dBx{t<T) a = = 1 

<ci J e-2^G(f,r])dS-ir J e-^^lVrU^dsV 
ЭВх{«Т} dBx{t<T] a=X 

причем VTua и V„ua — касательная и нормальная составляющие градиента 
Vua. 

Теперь мы готовы установить оценку, которой передается роль, сыгранная в 
§1 неравенством (1.15). Пусть Т>р — линеал, натянутый на множество С~(К\0) 
и функции вида К э у и + x{y)vq,j{y)\ здесь vqj определяются формулой (1.22), в 
качестве А0 может фигурировать любое собственное число пучка, подчиненное 
условию 21т А0 < 2/3 + (п - d) - 4, а х € С%°(К), причем х = 1 вблизи вершины 
конуса. (Иначе говоря, Vp отличается от линеала Т>р, введенного в §1.4, лишь 
тем, что элементы из Т>р не обязаны аннулироваться на границе конуса). 

Определим пространства Н^(дК) и # | ( Ж ; д) при s = 0 , 1 , . . . и /3 е R. Для 
этого перепишем норму (1.1) в эквивалентной форме 

(/ЕЖ^М*.•);н°-к(Щ^-^"-1-Ыгу \ 
о к=0 

где г — \у\. В пространстве Я|(сЖ). норму можно положить равной последнему 
выражению с заменой п на п — 1 и ft на дй, 

1/2 
||u; Щ{дК)\\ = ( / Е W(rdr)ku(r, •);Hl-k(dSl)\\2r2U'-»n-i-2dr) . (3.13) 

Теперь так же, как в (1.2), введем норму с параметром 

\\щщ(дК;Ч)\\ = (J242kh;Hsfk(dK)fX 

k=0 
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Предложение 3.5. Допустим, что выполнены следующие условия: 1) существует 
такой постоянный вектор ( / i , . . . , fn-d), что fifi + f- fn~dvn-d > 0 для всех 
внешних нормалей v = {vx,... ,vn-d) к дК; 2) полоса (n-d)—3 ^ 2 Im A < (n-d)—2 
свободна от спектра пучка 21; 3) справедливо неравенство (3.3). Тогда для всех 
v £ Т>\ имеет место оценка 

7
2 | | г ; ; Я 0

1 ( К ; р ) | | 2 + 7 | | ^ ; ^ ( 5 К ) | | 2 

< c{\\C(Dy,C,r)v;L2(K)\\2 +ф;Н1
0(дК;Р)\\2}, (3.14) 

причем постоянная с не зависит ни от v, ни от параметров ( £ Rd и т = а - if, 
где а £ R, -у > 0. 

Замечание 3.6. Первое условие, нужное для леммы 3.4, уже обсуждалось (после 
, формулы (3.6)). Вторым условием обеспечивается сходимость интегралов по 
Ж в (3.14) для всякой функции из Т>г. При разумных ограничениях на конус 
К (fi = К П sn~d~l является областью с гладкой границей на сфере Sn~d~l, a 
граница конуса может быть задана уравнением вида гп_^ = */>(гъ-- • ,zn-d-i) 
с однородной функцией ф) это условие выполняется автоматически (см. [16]). 
Если К — угол раствора 2п на плоскости, а пучок 21 порожден оператором 
Лапласа, то условие 2 нарушено (имеется собственное число А = —»/2). 

Доказательство предложения 3.5. Рассмотрим множество функций вида 
u(y,z,t) - ip(z,t)v(y), где v e T>i, ф £ С;?°(Е'Й"1). Для таких функций справед­
ливы леммы 3.1, 3.3 и 3.4 (подчеркнем, что C{Dx,Dt)u £ £2(D x R)). Сначала 
получим „энергетическую" оценку для функций и. 

Вернемся к формуле (3.6). Первый интеграл из левой части оценивается 
снизу в лемме 3.4, а второй и третий — в лемме 3.3. Правая часть (3.6) по 
абсолютной величине не больше, чем 

2 / e-^lf'dsuWe-^Culdxdt 
Dx{t<T} 

^ с { е 7 / e-2'<t\\Ju\2dxdi+{e1)-1 f e-2^|£«|2dx(ft}. 

Bx{t<T) »x{«T) 
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Учитывая все указанные соотношения, приходим к неравенству 

7 

Dx{<=T} 

f e-2^\Vu\2dS 
l=T) 

+ 7
2 f e-^lVufdxdt + f f e-2^\Vvu\2dS 

»x{t<r} anx{t<T) 

^ c { f e~2''t\Cu\2dxdt + 1 f e-2^\VTu\2dS 
Dx{(<T} дШх{кТ} (3.15) 

в котором постоянная с не зависит ни от Т, ни от других параметров. Пе­
рейдем к пределу при Т -»• +оо, применим преобразование Фурье P(Z|t)_+(^r) и 
вспомним, что u(y,z,t) = ^{z,t)v{y). Благодаря произволу в выборе ф получаем 

72(и^|Г+Р2и12)+7<ад2 

^ с{||£(Д,,С,r)v\\2 + 7((V rt ,)2 + p2(v)2), (3.16) 

где || • || и (•) — нормы в L2(K) и 1/2(<Ж) соответственно. 
В случае п — d > 2 воспользуемся неравенством Харди 

оо оо 

J \w(r)\2rn~d-3dr < ( n _ ^ _ 2 ) 2 J \drw(r)\2rn-d-ldr, 
0 0 

из которого следует, что 

j \v(y)\2\y\-2dy «С с J \Vv(y)\2dy. 
к к 

Вместе с (3.16) это приводит к оценке (3.14). 
Случай п — d = 2 рассматривается с помощью приемов из §4; поэтому окон­

чание доказательства перенесено в добавление. Сейчас отметим лишь, что при 
условии v | дК = 0 имеем 

j \Vv\2dy ^ J Iduvfdu— ^ с / \v\2duj— =c I \v\2r~2dy, 
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где г — \у\. Теперь из (3.16) снова следует неравенство (3.14). • 

Замечание 3.7. Для уравнений Ламе теории упругости условие (3.3) выполня­
ется, только если коэффициенты Ламе связаны соотношением /х > А. Запишем 
оператор Ламе в виде graddivM + рАи, где р = /л/(ц + А), и проверим наше 
утверждение, считая для простоты, что и = (ui,w2), а число независимых пе­
ременных равно 2 (в трехмерном случае результат такой же). Матрица формы 
из левой части (3.3) имеет вид (T,j), где 2 х 2-блоки T,j (i,j = 1,2) заданы 
равенствами 

T l l = ( 0 ^ р ) ' Т 2 2 = ( о 1 + р ) ' T l 2 = T 2 1 = ( l / 2 о ) " 

Миноры из критерия Сильвестра положительной определенности таковы: Ai — 
l+р, Д2 = р(1 + р), Д3 = (1 +р)(Р

2 - 1/4), Д4•= (1 +р-(4(р+ 1))-1)Дз- Все они 
оказываются положительными для р > 1/2, т.е. для ц > А. 

2. Комбинированная оценка. Здесь мы применим такой же прием, как и в §1.4 
(разбиение конуса на зоны и т. д.). Изменение состоит в том, что роль оценки 
(1.15) передается неравенству (3.14). 

Обозначим через Нр'1'2 (дК; р) пространство следов на Ж функций из 
Щ(К;р), s^l,2,...,PER. 

Предложение 3.8. Пусть выполнены условия предложения 3.5. Пусть, кроме то­
го, /3 < 1 и прямая Im А = (3 + (п - <f)/2 - 2 не содержит точек спектра пучка 2L 
Тогда для всех v e Т>р справедливо неравенство 

\\Xvv- H}(K;p)f + 7 > ; Н}(К;р)\\2 + 7 | | Д,«; Я°(Ж) | | 2 

< с{||/;Я°(К)||2 + | | х ^ ; Я ^ 2 ( Ж ; р ) | | 2 +7 | |«;Я0
1(Ж;р) | |2 

+ (p2 ( 1-«/72)l l / ;b2(K)| |2 + (р2 ( 1-л /7)11";я ' (ак;р) | |2}; (3.17) 

здесь f = C(Dy,(,r)v, xp(y) = Х(РУ), X € СС°°(К), причем х - 1 вблизи вершины 
конуса. Постоянная с в (3.17) не зависит ни от v, ни от параметров С 6 Rd, 
г = а - i-y, где а £ R и 7 > 0. 

Доказательство. Будем следовать схеме доказательства предложения 1.3. 



О ЗАДАЧЕ КОШИ-ДИРИХЛЕ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ В КЛИНЕ 167 

Поскольку прямая Im A = /3 + (n-d)/2—2 свободна от спектра пучка 21, имеет 
место „эллиптическая" оценка в окрестности вершины конуса: 

\\XU;H2(K;l)\\ 

<с{||Х£(Д,,б)С/;Я°(К)||2 . 

+ | |ХС/;Я^2(Ж;1)||2 + | | ^ ;Я1(К ;1 ) | | 2 } , (3.18) 

где ф в СС°°(К), хф=х,и— любая функция из Щ(К, 1) (см. [10, 13]). 
Роль основной локальной оценки вне вершины конуса теперь играет нера­

венство 

7 2 | | хС/ ;Я 1 (К;р ) | | 2
+ 7 | | ^хг7 ;^ 2 (Ж) | | 2 

^ С { |М(Я у ,С,г)£/ ;1 2 (К) | | 2 

+ 7 | | ^ ; Я 1 ( Ж ; р ) | | 2 + | | ^ ; Я 1 ( К ; р ) | | 2 } (3.19) 

(вместо неравенства (1.27) в §1); формула (3.19) выводится из (3.14) так же, 
как (1.27) из (1.15). Повторяя с очевидными изменениями переход от оценки 
(1.27) к неравенству (1.26), из (3.19) получаем 

(7/р)21коо<7;Я'(К; 1)||2 + (7 /р)р,(хоог7);Я°(Ж)| |2 

+ h/p)\\*ooU;H}(dK;l)\\2 + \\фсаи;Н}_1(К;1)\\2}. (3.20) 

Сложим неравенства (3.18) и (3.20), отбросим теперь ненужную срезку Хоо и 
заменим в так возникшем неравенстве переменные: т?'—̂  У = P~lf]- Тогда 

| |х^;Я 2(К;р) | | 2
 +1

2\\v;H>(K;p)\\2 + 7||Дл>; Я£(Ж)| | 2 

< c{\\C{Dy^,r)v-H$(K)f + \\xPv;H3
0
/2(dK;p)\\2 

+1\\у;Н}(дК]р)\\2 + \\ф00^;Н1_1(К;р)\\2}, (3.21) 

где Хр(у) = Х(РУ), ФОО,Р(У) = Ф°О(РУ), НУ) = и(РУ) (СР- (1-29)). Как и в доказа­
тельстве предложения 1.3, замечаем, что 

ЫОО^Н^ЛЪРП2^ ер*1-» j{\Vv\2 + (\y\-2 +p2)\v\2}dy. . 
К 
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Для оценки последнего интеграла воспользуемся предложением 3.5. В силу 
(3.14) получаем 

H V W ^ - I ( K ; P ) I I 2 

^ c{(p^-^h2)\\C(Dy,C,r)v;L2(K)f +(p^-V/1)\\v;Hl
0(dK;p)\\2}. . 

Далее мы подробно развиваем теорию задач с однородным краевым усло­
вием, основанную на оценках из §1,2. Теория, связанная с неравенствами вида 
(3.17), может быть построена „параллельно", и здесь мы в основном ограни­
чиваемся формулировками. 

§4. Оператор краевой задачи в конусе. 
Существование и единственность решений 

С краевой задачей (1.10), (1.11) в конусе К связывается неограниченный за­
мкнутый оператор А(С,т), действующий в пространствах, подсказанных оцен­
кой (1.15). Доказывается, что этот оператор имеет тривиальное ядро и область 
значений, совпадающую с L2(K). Этим доставляются существование и един­
ственность „сильного" решения задачи (1.10), (1.11). Использованная здесь 
схема рассуждений и полученные результаты применяются в §5 для изучения 
краевой задачи в шкале весовых пространств, связанных с комбинированными 
оценками. 

1. Оператор А(С,г). Введем неограниченный оператор А((,т) в L2(K), задан­
ный на X>i, 

Д э ^ и A((,T)V := C{DV,C,T)V. 

(Множества /Vp определены в начале раздела 1.4). Этот оператор допускает за­
мыкание. Действительно, пусть {vn} с Т>\, v„ -*• 0 и A(C,r)vn —э- / (сходимость 
в £2(К)). Так как (C(Dy,(,r)vn,w) = (un, £(D,,, (,r)*w) для всякой функции 
w е Cf (К) (двойственность в Ь2(К)), то (/, w) = 0 и / = 0. Замыкание операто­
ра будем обозначать по-прежнему А((,т). Далее встречается только замкнутый 
оператор А((, г); его область определения обозначается через Т>А((, т). 

Из предложения 1.2 следует, что для элементов v е Т>г справедливо неравен­
ство 72|K#o(K;p)||2 < C||A(C,T)I>;L2(K)||2. ЯСНО, что это неравенство распро­
страняется на Т>А((,т). Мы получили 
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Предложение 4.1. Верны утверждения: 
1) X>A(C,r)ctf«i(K;p); 
2) kerA(C,r) = 0; 
3) линеал 1тА((,т) замкнут в L2(K). 

Теперь нашей целью является доказательство равенства 1тА(С,т) = L2(K). 
Сначала опишем некоторые общие свойства элементов из ядра кегА(С,т)* со­
пряженного оператора, включая возможную асимптотику таких функций вбли­
зи вершины конуса. Затем с помощью формулы Грина установим равенство 
кегА((,т)* = 0. Ввиду предложения 4.1, 3) это означает, что 1шА((,т) = L2(K). 

Для реализации этой схемы и для применений в §5, 6 понадобятся сведения 
об асимптотике решений эллиптических краевых задач в окрестности кониче­
ских точек. Мы приведем сводку нужных фактов, отсылая за доказательствами 
к [10, 12] или [13]. 

2. Об асимптотике решений эллиптических задач. Пусть С э А и 21(A) — 
пучок, определенный в (1.21). Функция 

' 1 
и(у) = r'A J2 -(ilogr)i^k-*\iv), (4.1) 

где г — \у\, ш = у/\у\, оказывается решением краевой задачи 

V(Dy,0)u{y)=0 в К, (4.2) 
и{у) = О на дК \ 0 (4.3) 

в том и только в том случае, если А -- собственное число 21 и </?(°\... ,у>(*~?) 
— отвечающая этому числу жорданова цепочка (у>(°) — собственный, а 
ipW,..., (рС1) — присоединенные векторы). Всякое решение вида (4.1) будем 
называть степенным. Пусть х\ ^ • • • > xj — все частные нулевые кратности 
А0 и {<^(°'^,... ^ ( " j - W b j = 1, . . . ,J} — каноническая система жордановых 
цепочек. Функции 

к 
и^к'3\у) = r,A° £ ) - ( i log r)»р(*"«'л(w), (4.4) 

,=о q-
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где к = 0,...,xj-l,j = 1,..., J, образуют базис в пространстве степенных 
решений, отвечающих числу А0. Пусть 21(A)* — оператор, сопряженный с 21(A), 
так что (2t(A)u,t))n = (u,2l(A)*u)n для всех u,v € Я2(П) П Я1 (ft), где (,)п 
— скалярное произведение в L2(il). Введем пучок С э А и 21*(А) := 21(A)*. 
Если Ао — собственное число 21, то А0 оказывается собственным числом 
для 21*; геометрические и алгебраические кратности А0 и А0 совпадают. Ка­
нонические системы жордановых цепочек '{tp(°j\... , v^ i _ 1 , ^ ; j =' I,..., J} и 
{•ф(°'>\..., •tp(-x>-'l'J');j = 1,..., J}, отвечающие числам А0 и А0, можно выбрать 
так, чтобы выполнялись условия ортогональности и нормировки 

к 
Е Е ( , + к + \ . р. q)l К+^->-ЩХ0)^\Ф^ 

= <J<r,c<5x-„-fc-i,/», (4.5) 

где а, С, = 1,..., J; /л = О,..., я^ — 1; к = 0,... , ха — 1; 5Pi4 — символ Кронекера. 
Нетрудно проверить, что число А0 + i(n — d — 2) является собственным для пуч­
ка, порожденного формально сопряженным оператором V(Dy,0)* = V(Dy,0) 
(таким образом, если А0 — собственное число пучка 21, то собственным будет 
и А0 + i{n — d — 2)). Функции 

• * 1 

«<*•'> (у) = riXo+2-n+i^2-{i\ogr)^(-k-''j\u;) (4.6) 
д=о q-

образуют базис в пространстве степенных решений задачи (4.2), (4.3), отвеча­
ющих числу \0 + i(n-d-2). При вьшолнении условий (4.5) базисы (4.4) и (4.6) 
назовем согласованными. 

Подставляя функцию и^*^ в однородную задачу (1.10), (1.11) и последова­
тельно устраняя возникающие невязки, можно построить формальный ряд 

и™(у, С, г) = J ) r i A o + ? i f ' Л (" , С, т, log г), (4.7) 

удовлетворяющий этой задаче; здесь Р? — полиномы относительно log г, 
( = ((i,...,fii) и г е коэффициентами, гладко зависящими от ш ё П. По ( и т 
полином Pq является однородным степени q. Степень Р\ '3' относительно 
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log г равна к, если ни при каком h = l,...,q не возникали резонансы, т.е. 
совпадения zA0 + /г = i\„ (Xv — собственное число пучка 21). При каждом 
совпадении степень P/f' и последующих полиномов Р ^ ,. • • повышается на 
кратность резонанса. 

Пусть функция и принадлежит пространству Я| (К) в окрестности вершины 
конуса (хи G Щ(Щ Для функций х & С£°(К), носители которых расположены 
вблизи вершины). Пусть, кроме того, выполняются уравнения 

C(Dv,{,T)u(y) = f(y)r у€К, \у\<М, 
и{у) = д{у), у е Ж \ 0 , \у\<М, 

где М — какое-нибудь положительное число, a f(y) и д(у) стремятся к нулю 
со сверхстепенной скоростью при подходе у к вершине. Тогда верна асимпто­
тическая формула 

иЫ-Е^'М^М (4-8) 

через UJ, ,J' обозначен ряд вида (4.7), построенный для собственного числа 
Ам, с-^ '3 — некоторые постоянные. Суммирование проводится по индексам 
к = 0 , . . . , Xjtll — 1; j = 1 , . . . , J у. и таким у,, что Im Ар < (3 — 2 + (п — d)/2 
(последнее неравенство означает, что фигурируют лишь те 1/д ' , у которых 
все слагаемые принадлежат Я|(К) в окрестности вершины конуса). Если из 
рядов Щ l3' справа в (4.8) отбрасываются слагаемые более высокого порядка 
малости, чем 0(г~<), то оставшаяся часть суммы представляет решение и с 
точностью 0(г 7 + £) при некотором е > 0. 

3. Доказательство равенства 1т А((,т) = L2(K). Как уже отмечалось, доста­
точно установить, что ker А((,т)* = 0. Если w € ker A((, т)*, то w € С°°(К\ 0), 
w\(dK \ 0) = 0 и C(Dy,C,T)w — 0 в К (ввиду известных результатов о локаль­
ных свойствах решений эллиптических задач). Таким образом, w удовлетворяет 
задаче 

V{Dy,()u> = T2w в К, (4.9) 
w = 0 на Ж \ 0 (4.10) 

(подчеркнем, что параметры С и г фиксированы). 
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Пусть {^jljlfloo — разбиение единицы на К \ О, 

supp^C {J/:2>-1<|у|<2'+1}; 

пусть еще ф^ £ С°°(К), Xjipj = я,, 
i 

s u p p l e {у : 2'~2 < |y| < 2J+2} 

и для всех мультииндексов а 

|£>в^| + |Лв^|<св2-''1в1. 

Следующая лемма содержится в [17, §4] (в [17] доказательство приведено 
для скалярных операторов, но оно пригодно и для матричных; см. также [13, 
гл.6]). 

Лемма 4.2. Пусть /3 £ К и w — произвольная функция из Я[2
ос(К\0), подчиненная 

условию (4.10). Если ( ф 0, то при всех к = 0,±1,. . . справедливо неравенство 

Ц х ^ ^ ^ ^ ^ ц ^ ^ ц ^ р ф ^ с ^ ^ д ^ ^ + г2^-2)!^^;^^)!!2}. (4.ii) 

В случае ( = 0 в (4.11) слева нужно заменить Я|(К; 1) на Я|(К). 

Вернемся к обсуждению свойств функций из кетА((,т)*. Сначала рассмо­
трим их поведение на бесконечности. Из включения w £ ker А((,т)* вытекает, 
что w е Я,2ос(К \ 0) П L2(K). В силу (4.9) P(Dy,£)w € L2(K). Выберем (3^0, 
сложим неравенства (4.11) для к = 1,2,... и получим 

\\х^;Н}(К;1)\\2 < c{UoaV(Dy,C)w;H°0(K)\\2 + H^w,; Я°_2(К)||2}, 

где Хоо, V'oo € C°°(K), XooV'oo = Xoo, обе функции аннулируются вблизи вер­
шины конуса и равны единице при больших значениях |у|. Значит, яхи> £ 
Я|(К; 1) П Н\_j (К; 1) для /3 < 0. Теперь можно итерировать неравенство (3.21) 
применительно к го, постепенно увеличивая /?. Эта процедура доставляет 
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Предложение 4.3. Пусть w £ kerA((,r)* и (3 £ R. Тогда x^w £ С°°(К\ 0) П 
Щ(Щ 1). 

Опишем поведение w £ кетА((,г)* вблизи вершины конуса. Складывая не­
равенства (4.11) при /3 > 2 для к — 0, - 1 , . . . , приходим к оценке 

Нхиг, Я2(К; 1)||2 < cWP(Dy, C)u»; #°(К)| |2 + \\фи>; Я°_2(К)||2}, 

где х. ̂  € С£°(К), xV' = X H X = l B окрестности вершины. Включение х™ € 
Я|(К), позволяет применить асимптотическую формулу вида (4.8) для функции 
w. Уточним описание этой асимптотики. Пусть vi '3' — функция, определенная 
равенством (4.6) с заменой А0 на собственное число А„, фЫ) на ф1к'п и т.п. 
Через V„' обозначим асимптотическое решение однородной задачи (1.10), 
(1.11) (с заменой г на г), построенное по vl '3' так же, как Uji строились по 
uji ' (т.е. v), '3' — главное слагаемое формального ряда VI/ ). Тогда вблизи 
вершины конуса К функция w e кет А((,т)* допускает асимптотику 

w~Y^d[k'»V^\ (4.12) 

где di 'J' — некоторые постоянные. Ввиду включения w £ Ь2{К) справа в (4.12) 
могут фигурировать лишь такие V„ , что xvv € Ь2{Щ- Из (4.6) следует, что 
соответствующие собственные числа А„ должны подчиняться условию 

Im А„ > (п - d)/2 - 2. (4.13) 

Выражение C(Dx,Dt) инвариантно относительно обращения хода времени. 
Поэтому 7 можно заменить на -у и вместе с оператором А((,т) ввести и 
оператор А(С,т) с аналогичными свойствами. В частности, для элементов v из 
области определения Т>А((,т) оператора А((,т) имеет место неравенство 

72 |k;^0
1(K;p) | |2^c|H(C,r) l , ;L2(K)f; (4.14) 

сохраняется и предложение 4.1 (с т вместо г). Функция х°« попадает в 
Т>А((,т), если и только если xvih € Щ(К). Последнее включение эквивалент­
но условию 

I m A „ > ( n - d ) / 2 - l . (4.15) 
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Предложение 4.4. Верна формула кег А(С,т)* с Т>А((,т), и потому кегА((,т)* — 
0. 

Доказательство. Указанное включение означает, что кег А((,т)* С кег А((,г) = 
0 (см. (4.14)). 

Проверим включение кегА((,г)* с Т>А((,т). Гладкость элементов w € 
кег А((, г)* вне вершины конуса и быстрое убывание на бесконечности уже уста­
новлены (предложение 4.3). Поэтому достаточно показать, что асимптотика w 
около вершины может содержать лишь такие слагаемые VJ , для которых 
xvv £ Т>А((,т). Согласно неравенствам (4.13) и (4.15), остается убедиться, 

(к i) 
что в асимптотике нет слагаемых Vy , подчиненных условию 

(п - d)/2 - 2 < Im \v < (п - d)/2 - 1 (4.16) 

(прямая Im А = (п - d)/2 - 1 свободна от спектра пучка 21). 
Итак, пусть выполнены неравенства (4.16) для некоторого А„. Из правого 

неравенства следует, что xuv ' € Т^А{С,,т). Будем считать базисы (4.4) и (4.6) 
согласованными (т.е. подчиненными условиям (4.5)). Тогда по теореме о ко­
эффициентах в асимптотике решений ([12] или [13, гл. 4]) число d\ 'J' в (4.12) 
определяется формулой 

4 М = (C(Dy,C,r)Xuik'jKw) = (A((,T)X4lk'i\W) = 0. . 

4. Существование и единственность сильных решений. Сильным решением 
задачи 

C(Dy,(,T)u(y) = f(y), y e К, (4.17) 
u(y) = 0, уедК, (4.18) 

при / е L2(K) назовем решение уравнения А((,т)и = / . 
Из предложений 4.1 и 4.4 вытекает 

Теорема 4.5. При всякой функции f е Ьг(К) и любых значениях параметров 
С е Rd и т = а - 27 (<г е К, 7 > 0) существует единственное сильное решение 
задачи (4.17), (4.18). Для этого решения верна оценка 

72 | |U;^(IK;p)| |2^c!|/;L2(lK)| |2; 
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постоянная с не зависит ни от / , ни от параметров ( и т. 

Теперь рассмотрим оператор краевой задачи 

£(Dy,(,T)u{y)=f(y), y e К, 
"(v) = 9(у), у е Ж \ О, 

связанный с оценкой (3.14). Напомним, что после леммы 3.4 были определены 
линеалы Т>р. Для элементов и € Т>\ введем неограниченный оператор А((,т) в 
пространстве £2 (К) х Щ ( Ж ; р), 

D i B ^ H A((, T)V •= {C(Dy, С, T)V, V | Ж } . (4.21) 

Нетрудно проверить, что оператор (4.21) допускает замыкание; впредь через 
А((, т) обозначается замкнутый оператор с областью определения Т>А((,т). Из 
предложения 3.5 следует, что для элементов v из 2Х4(С, г) имеет место включе­
ние {v, v| Ж , D v v \ Ж } € HQ (K;p)xЩ(Ж;р) хL2(К) и сохраняется неравенство 
(3.14). Поэтому образ Im.4((, r) замкнут, а ядро кегА((,т) тривиально. Дока­
зательство равенства Imj4(C,r) = £2(К) х Яц(Ж;р) по существу содержится в 
проверке соотношения 1тА(£,т) = L2(К) из предыдущего раздела. 

Сильным решением задачи (4.19), (4.20) для / е Z/2(K) и g е Щ (Ж) назовем 
решение уравнения .4(С,'>")м = {f,g}. Указанные свойства оператора А((,т) 
оправдывают следующее утверждение. 

Теорема 4.6. Пусть выполнены условия предложения 3.5. Тогда при любых / 6 
L2(K) и g € Яд (Ж) d/гя всех значений параметров ( £ Rd и г = а — if (a e 
К, 7 > 0) существует единственное сильное решение задачи (4.19), (4.20). Для 
этого решения справедлива оценка 

7
2 | | и ;Я 0

1 (К ;р ) | | 2 + 7 р 1 / М ; 1 2 (Ж) | | 2 

^сШЬ^Щг+^Н^дЩр^2}. (4.22) 

Постоянная с не зависит ни от вектора {f,g}, ни от параметров ( и т. 

Замечание 4.7. В теореме 4.5 можно включить в рассмотрение неоднородное 
краевое условие, если потребовать от функции g большей гладкости, чем пред­
полагает неравенство (4.22). Именно если g б HQ 2 (Ж;р) , то существует такое 

(4.19) 
(4.20) 
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продолжение v е Н2{К;р), v \ дК = д, что А | Ь ; Я 0
2 ( К ; Р ) | | ^ ||5;Я0

3/2(ЗК;р)|| «С 
с2||г);Яо(1К;р)||. Это позволяет свести неоднородное условие к однородному и 
получить для решения оценку 

7
2\\и-Н1

0(Щр)\\2 < c{||/;L2(K)!|2 + ',',<,; Я0
3/2 (Ж; р)||2}. 

§5. Краевая задача в конусе в шкале весовых пространств 

Комбинированные весовые оценки из §1-3 позволяют изучить свойства опе­
ратора краевой задачи (4.19), (4.20) в шкале соответствующих весовых про­
странств. Для этой цели обобщается схема, использованная в §4. Полученные 
результаты применяются затем в §6 для вывода асимптотики решений вблизи 
вершины конуса. 

1. Оператор задачи в конусе. Пусть Р € Ш. и q = 0 , 1 , . . . Обозначим через 
VH0i4(K;p) пополнение множества С ~ ( К \ 0 ) по норме 

\\v;VH^q(K;p)\\ ^ ( Ц х . ^ Я ^ ^ ^ Ц ^ ^ Ц ^ Я ^ К ^ ) ! ! 2 ) 1 / 2 ; (5.1) 

здесь х — фиксированная функция из С£°(К), х = 1 вблизи вершины ко­
нуса К, Хр{у) — Х(РУ)- Норма (5.1) и следующая норма (5.2) подсказаны 
неравенством (2.16). Введем еще пространство Т1Нр1Я(К\р) с нормой 

\\f;KHf,,q(K;p)\\ 

= (Е(р/7)21/;Я^_;.(К;р)||г + (pi-^h^nf;L2(K)\\ 

Поскольку имеют место вложения Я П ^ + 1 ( К ; р ) с HV+ ЛК-,р) и неравен­
ства 

||«;Я£й__,(К;р)|| ^ | | « ;Я | ; ^ . + 1 (К ;р ) | | , (5.3) 

то при фиксированных параметрах р и 7 норма (5.2) эквивалентна норме 

{\\f;Hl+q{K;p)\\2 + \\f;L2{K)\\2)1'2. (5.4) 

С задачей (4.17), (4.18) сопоставим неограниченный оператор в TZHp<q(K;p) 
с областью определения Vf. 

Vfs3v^C(Dy,C„T)v. 

Как и в п. 4.1, нетрудно проверить, что этот оператор допускает замыкание, 
которое мы будем обозначать Ар,я((,т). 

ч* 
(5.2) 
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Предложение 5.1. Пусть /3 < 1. Тогда для всех q = 0,1,... верны утверждения: 

1) VAf,,q{C,T)cVA(C,T); 
2) кегЛ/,,,(С,т) = 0; 
3) если прямая ImA = /3 + (п - d)/2 - 2 не содержит собственных чисел 

пучка 21, то линеал Im Ap,q((,r) замкнут в TZHpiq(K;p). 

Доказательство. Ввиду неравенства (5.3) имеют место непрерывные вложе­
ния T>Hptq(K;p) С Т>Нр(К;р) и TZH р гЧ(К; р) с 71Нр(К;р). Если последователь­
ности {vn} и {C(Dy,(,r)vn} фундаментальны в 1lHp,q(K;p), то они остаются 
фундаментальными в 71Нр(К;р). Отсюда вытекает первое утверждение. Вто­
рое следует из соотношений ker Aptq((,r) с ker А((,т) = 0. Третье утверждение 
получается из неравенства 

\\.v;VHp,q(K;p)\\ ^ c\\C(Dy,C,r)v;TlHp,q(K-p)l 

которое совпадает с оценкой (2.16) (см. замечание 1.4). • 

Пусть АрЛ{(,,т)* — неограниченный оператор в КНрЛ(К;р)*, сопряженный 
с АрЛ(С,,т) относительно двойственности в Ь2(Щ. Заметим, что при фиксиро­
ванных параметрах эквивалентная норма Б ИНр(К;р)* равна 

(/к^ра + ы2")-1^)12. 

Кроме того, TlHpiq(K;p)* э Т1Нр(К;р)* для q = 0 , 1 , . . . (при q = 0 простран­
ства совпадают). С уменьшением (3 в пространство TZHp<q(K; р)* допускаются 
элементы с большим порядком особенности у вершины конуса. 

Пусть 1 > (3\ > fa > • • • — все такие числа на интервале (—оо, 1], что каждая 
из прямых Im A = Pk-2 + (n-d)/2 содержит хотя бы одно собственное значение 
пучка 21. (Напомним, что прямая ImA = (п — d)/2 — 1 свободна от спектра 21). 
Обозначим через Ni количество собственных значений 21 (с учетом кратностей), 
расположенных в полосе 

Pi - .2 + (п - «0/2 < Im А < (п - d)j2 - 1. (5.5) 
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Предложение 5.2. 1) Если Рг < /3 ^ 1, то кетА/з1Я(С,т)* —- О и, значиЩ 
1тА,з<я((,т) = Т1Н^,(К;р). 

2)Если /?j+i < р < pi, mo dimkerAp,q((,T)* = N). 

Доказательство. 1)'Проверка этого утверждения повторяет с незначительными 
изменениями доказательство равенства кетА((,т)* — б (см. п. 4.3). 

2) Мы предъявим базис линеала кегАр<д((, г)*, состоящий из Ni элементов; 
они определяются однозначно своей асимптотикой вблизи вершины. (Главные 
члены этих асимптотик, разумеется, не принадлежат пространству Н£(К;р)). 

Напомним, что в п. 4.3 были введены асимптотические решения V} од­
нородной задачи (4.17), (4.18) (с заменой г на г). Формальный ряд Vv 
записывается в виде 

оо 

V^\y^T) = YjrrK+2-"+d+tQt3\u>,t,T,\ogr)] . (5.6) 
(=0 

слагаемое с номером t = 0 задано равенством (4.6) при Л0 = Х„. Обозначим 
через VIT частную сумму ряда (5.6) из Т слагаемых (с номерами t% T — 1). 
Пусть 77 € С£°(К), г] = 1 около вершины конуса. Тогда 

F%%) := C(Dy, С, т)г,У^(у, С, г) = 0{гш X+2~»+d+Ty ( 5 ? ) 

Для каждого собственного значения \v из полосы (5.5) и заданного канониче­
ского набора отвечающих ему жордановых цепочек определим функции F^J3 , 
выбирая Т столь большим,,чтобы выполнялось включение i 7 ^ / € L2(K). 

Заметим, что, при условии 1ш А„ < (п - <Г)/2 - 1 , функция •qvi3' не принадле­
жит пространству # Q ( K ) . С другой стороны, неравенства fii — 2+(n—d)/2 < Im А„ 
и р < Pi обеспечивают включение 

Vvi^ € ПНр{ЩР)* G ТИТ^ЩР)* 

для всех q = 0,1,... 
Пусть ш),д? — сильное решение задачи (4.17), (4.18) с т вместо т и правой 

частью Fu J? (такое решение существует и единственно по теореме 4.5). Ясно, 
что функции 

wik'»:=wik/-r,V$» (5.8)" 
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удовлетворяют однородной краевой задаче; они не зависят ни от Т, ни от сре­
зающей функции г]. Ввиду локальных свойств решений эллиптических задач 
w[ е С°°(К\ 0). С очевидными изменениями повторяя рассуждения из раз­
дела 4.3, устанавливаем, что функции (5.8) быстро убывают на бесконечности 
(см. предложение 4.3), а в окрестности вершины допускают разложение в асим­
птотический ряд. 

Покажем, что w{k,3) e кетАр,я((,т)* (при /? Е (/3i+i,(3i), q = 0 ,1, . . . ) . Пусть 
/ € СС°°(К \ 0) и и е VA(C,T) — сильное решение задачи (4.17), (4.18). У 
вершины конуса функция и представляется асимптотикой 

причем в сумме участвуют такие v, что ImA„ < (n — d)/2—l. Будем считать, что 
базисы {ui } и {v[ ' }, по которым построены ряды Щ '•'•и У„ , выбраны 
согласованно (выполнены условия (4.5)). Тогда по теореме о коэффициентах в 
асимптотике решений эллиптических задач ([12] или [13, гл. 4]) 

c[k'»=iUAk'i])- (5-9) 

При /3 < (3i и Im А„ > f3i — 2 + (n — d)/2 функция r/ui ' j ) не принадлежит простран­
ству "DHp<q(К;р). Поэтому равенства (f;wl 'J') = 0 необходимы для включения 
и € 2?А^,,(С,г). Значит, wikJ) е ker А0]Я((,т)*. 

Наконец, убедимся в том, что функции wv ' , Отвечающие собственным 
числам А„ из полосы (5.5), образуют базис в пространстве kei Ар 19((,т)*, 
0 € ( f t + i ,/?,)• 

Пусть w — произвольный элемент из кет Арi4((, т)*. Согласно сказанному в 
п. 4.2, функция w у вершины конуса обладает асимптотикой, из которой следует 
представление 

где к/ е Т>А(С,т'), Т — большое число, а в сумме участвуют V„ ^ для собствен­
ных чисел К из полосы (5.5). Поэтому z = w -J2dik'j]wik'j) e ker А^),(С,т)* и 
z € Т>А((,т). Значит, z <E ker А((,т) = 0. • 
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2. Сильные (/?, у)-решения. Сильным (/?, д)-решением задачи (4.17), (4.18) с 
правой частью / 6 КНр,я(К;р) назовем решение уравнения Ар1Ч((,т)и = / . 
Предложения 5.1 и 5.2 приводят к следующей теореме о существовании и един­
ственности таких решений. 

Теорема 5.3. 1) Если /?i < р ^ 1, то для каждой функции f e 71Нр1д(К; р) суи^е-
ствует единственное сильное (J3, q)-peuienue и задачи (4.17), (4.18). Справедлива 
оценка 

\\u;VH0iq(K;p)\\ ^ с(/?,д) | | / ;7гЯ^(К;р)| | , (5.10) 

в которой постоянная c(/3,q) не зависит ни от / , ни от параметров ( 6 Rd, 
т — а - г7, где а € К и 7 > 0. 

2) ^сли /3 е (/?/+1, /?/), т о сильное {(3, q)-petueHue существует лишь для функций 
/ •€ 7lHptq(K;p), подчиненных условиям (f,wlk'j>) — 0, где to;, '•" — элементы из 
кетАр>д((,т)*, построенные в предложении 5.2 и отвечающие собственным чи­
слам А„ из полосы (5.5). Сильное (/?, q)-peuienue единственно. Справедлива оценка 
(5.10). 

3) £СУШ / е Т2.Я/з1?(К; р) ы существует сильное {/3, q)-peuienue, то оно является 
и сильным решением задачи (4.17), (4.18). 

Подчеркнем, что последнее утверждение теоремы описывает улучшение диф­
ференциальных свойств решений при соответствующем улучшении свойств 
правой части. (Если / 6 TlH^q+i(K;p), то сильное (/?,д)-решение оказывается 
сильным (P,q+ 1)-рещением). 

Приведем формулировку аналогичной теоремы, основанной на оценке (3.17). 
Пусть имеет место формула Грина 

(£(Dy,C,T)u,v)K + (u,T(Dy,Qv)aK 

= (u,£(By;(,T)v)K + {T(Dy,()u,v)dK (5.11) 

для всех и, v е СС°°(К \ 0) (эта формула понадобится для описания условий раз­
решимости (см. теорему 5.3, 2), и равенства (5.9)). Обозначим через ТУНр{Щр) 
пространство с нормой 

\\v-VUe{K-P)\\ • 

= (! |х^;Я^(К;р) | |2+ 72 | |^ ;Я>(К;р) | |2+7| |Д^;Я°(аК) | |2)1 /2 , 
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где х — фиксированная функция из С~(Ж), х = 1 в окрестности вершины К, 
ХР(у) = х{ру)- Норму в пространстве TZ7i^(K;p) вектор-функций {f,g} опреде­
лим равенством 

| |{ / , 5 };7г^(Е;р) | | 

= (| | /;Я°(К)| |2 + (р2(1-«/7
2) | | / ;Ь2(К) | |2 

+ \\Хрд;Н1/2(дК;р)\\\+1\\д;Н1
0(дК;р)\\2 

+(р2(1-«/7) | | , ;Я0
1(Ж;р) | |2)1 /2 . 

На множестве Т>р (см. определение после леммы 3.4) введем отображение 

Vp Э v ^ A0{C,T)V := {C{Dy,C,T)v,v\ дЩ, 

которое будем рассматривать как неограниченный оператор в TZHp(K;p). 
Этот оператор допускает замыкание; только оно впредь и обозначается через 
Ар(С,т). 

Сильным /5-решением задачи (4.19), (4.20) для {f,g} e H7ip(K;p) назовем 
решение уравнения Ар(£,т)и = {f,g}. 

Теорема 5.4. Пусть выполнены условия предложения 3.5. Тогда: 
1) Если /?i < (3 < 1, то для {f,g} € ИН/з(К;р) существует единственное 

сильное (3-решение и задачи (4.19), (4.20) (при любых значениях параметров 
С е Rrf, т = сг - i7> где а е R, 7 > 0). 

Справедлива оценка 

\\u;VH0(K;p)\\ ^ C(/3)| |{/,5};7l^(K;p)| | , (5.12) 

в которой постоянная с(/3) не зависит от параметров. 
2) Если (3 е (/9/+1,/?i)> шо сильное (3-решение существует лишь для векторов 

{f,g}, подчиненных условиям 

(f,wik^)K + (g,T(Dy,Qwik'i))aK = 0, 

где wi — те оке функции, что и в теореме 5.3, а T(Dy,Q — оператор 
из формулы Грина (5.11). Сильное (3-решение единственно. Справедлива оценка 
(5.12). 

3) Если {f,g} e TZ%fj{K\p) и существует сильное (3-решение, то оно является 
и сильным решением. 



182 А. Ю. КОКОТОВ, Б. А. ПЛАМЕНЕВСКИЙ 

§6. Асимптотика решений задачи в конусе 

Пусть / б ЯНр>я(К;р) и /3 е (Pk+i,Pk) для каких-нибудь g = 0 , 1 , . . . и к = 
1,2,... Так как 71Н/з1Я(К;р) с L2(K), то по теореме 4.5 существует единственное 
сильное решение и задачи (4.17), (4.18), и е VA{C„T) С Щ(К;р). Это решение 
оказывается элементом пространства Т>Нр,я(К;р), если 

(f,r»ik,i)) = 0 (6.1) 

для всех wv ' е кегАргЧ((,т)* (см. теорему 5.3). Если же условия (6.1) не 
выполнены, то возникает вопрос об асимптотике сильного решения по моду­
лю пространства Т>Нрл(К;р). Мы покажем, что выбором коэффициентов ci'3' 
можно обеспечить включение и - XPY^C* "IT e ^Нр<ч{К;р)\ суммирование 
производится по тем {и, k,j), которые отвечают собственным числам А„ из по­
лосы (5.5), х € С£°(К), х = 1 вблизи вершины конуса (обозначения типа Щ j3 

введены после формулы (5.6)). Коэффициенты d '3' зависят от / и параметров 
С и г . Отображение ИНр<д(К;р) Э f ^ c[ (/) оказывается линейным функци­
оналом. Для оценки зависимости от параметров удобно сначала рассмотреть 
задачу (1.12), (1.13) (в переменных rj = ур), а затем вернуться к задаче (4.17), 
(4.18). 

Итак, рассмотрим уравнения 

£(Dv,e)U(4) = F(r,)1 rjeK, (6.2) 

U(г,) = 0, •q е ЭК, (6.3) 

считая, что в = ((,т), |С|2 + |г|2 — 1. Для этого случая функции ulj? будем 
обозначать через Ы^. Пусть F б ПНР>Ч{Щ 1) и /3 € (P,+1,Pi), где 

| |F;7UfA ? (K;l) f 

= J2(ph)2i\\f; ВД-,-(К; i)||2 + (Р/7)2(1+?)11/; ЫЩ2. 

Представим сильное решение U в Щ(К;1) задачи (6.2), (6.3) в виде 

^ = хЕ^ЧтЛ + ^. (6.4) 
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Из теоремы 5.3, 2, следует, что V € Т>НруЯ(К; 1) при 

d[k>» = {F,Wlk'j)) (6.5) 

(двойственность в Ьг(К)); здесь 

| |V;Pff^(K;l) | | 2 = | | Х У ; Я ^ ( К ; 1 ) | | 2 + (7/р)2 | |У;Я1(К;1)||2, 

а через wi обозначен базис пространства kerA/j,,(^)*, построенный в 
предложении 5.2. Для таких коэффициентов di '3' функция V оказывается 
сильным (/?, д)-решением задачи (6.2), (6.3) с правой частью F' := F — 
C(Dv,6)xYldv Щт • Согласно (5.10), имеет место неравенство 

\\V'-VH^q(K-l)\\^c\\F';nH^(K;l)\\. (6.6) 

Так как W„ e 1lHptq(K; 1)*, то, учитывая (6.5), получаем 

| 4 * ' j ) K c | | F ; ^ , , ( K ; l ) | | . (6.7) 

Поэтому (при достаточно большом Т) 

\\£(Dr,,e)xYl
dik'14%J)^H^g(K;l)\\ ^c\\F;1lHp,q(K;l)\\. 

Вместе с (6.6) это приводит к оценке 

\\V;VH0,4(K; 1)|| < c\\F;TlHPiq(K; 1)||. (6.8) 

Таким образом, мы доказали следующее утверждение. 

Предложение 6.1. Пусть F € КНрл(Щ 1) и /? € (fSk+1,/3k). Тогда сильное реше­
ние U 6 Я<5(К; 1) задачи (6.2), (6.3) допускает представление (6.4). Для остатка 
V верна оценка (6.8), а коэффициенты di 'J> в асимптотике определяются ра­
венствами (6.5) и подчиняются неравенству (6.7). 

Приведем аналогичный пример для задачи 

C{D4,e)U(r,) = F{T,), r,€K, (6.9) 

U(y1) = G(ri), 7?еЭК\0 . (6.10) 

Напомним, что пространства 1П-Ср(К;р) и V7ip(K;p) были введены перед 
формулировкой теоремы 5.4. 
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Предложение 6.2. Пусть выполнены условия предложения 3.5 и справедлива фор­
мула Грина (5.11). Предположим, что {F,G} € RUp(K; 1), причем 0 6 (/?J+I,/3J). 
Тогда решение U задачи (6.9), (6.10) допускает представление вида (6.4). Для 
остатка V выполняется неравенство 

\\V;Vn0(K;l)\\^c\\{F,Ghnnp{K;l)l 

а коэффициенты d\, '3' в асимптотике определяются формулами 

4kJ) = (F, W<*-'>)K + (G, T(Dv,C/p)MkJ))aK. 

Верны оценки 
| 4 * ' J ' > K C | | { F , G } ; 7 ^ ( K ; 1 ) | | . 

Замечание 6.3. Из предложений 6.1, 6.2 непосредственно получается описание 
асимптотики сильных ^-решений по модулю 1>Нр>(К; 1) (или VHp^K; 1)) при 
условии, что правая часть задачи принадлежит пространству Т1Нр'(К; 1)) (или 
ППр^К; 1)) с показателем 13' < /3. 

Для применения полученных результатов к задаче в клине нужно перейти к 
переменным у = г? /р. (Дальнейшее исследование асимптотики состоит в оче­
видном повторении приемов, использованных в аналогичной ситуации для эл­
липтических краевых задач (см. [18] и [13, гл. 9]). Мы выберем для обсуждения 
простую ситуацию). 

Пусть U — сильное /^-решение задачи (6.2), (6.3), F e HHpi(K;l), причем 
•&>&' £ {Рк}, а интервал (/?',/?) содержит по крайней мере одно число из после­
довательности {/?*}. Предположим, что / ? - / ? ' < 1. Тогда в асимптотике (6.4) 
присутствуют слагаемые, отвечающие собственным числам А„ из полосы 

/3' - 2 + {п - d)/2 < Im A < /3 - 2 + (п - d)/2; 

можно считать, что Т = 1. (Напомним, что Uv -f — частная сумма ряда (4.7) 
при А0 = А„, |С|2 + И 2 = 1 и у = т/, содержащая слагаемые с номерами q ^ T - 1 ) . 
Таким образом, формула (6.4) принимает вид 

им = хм Е №Чк:Л(ч) + v(v), (6ii) 
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где j = 1 , . . . , J„; к = 0 , . . . , x^v - 1 и 

U ^) ( r ? ) = M i A"^i( l log | r ? | )Vl , f c- ? ' i )(r / / | r / | ) . (6.12) 

^ о б ­

вернемся к переменным у = r\jp. Положим и(у) = U(py), f{y) = p2F(py) и 

вместо (6.2), (6.3) получим задачу 

C(Dy,C,r)u(y) = f(y), у£ К, (6.13) 
м ( у ) - 0 , у б Ж \ о . (6.14) 

Перепишем формулу (6.11) в новых переменных. Имеем 

* , > - i 

fc=0 

Я-

: p ^ V 4''')r^(ilogp)'«<l-w")(!,) 
k=0 9=0 ч 

= E « ^ ( у ) ^ * " " E 7(ibgp)'di,*+s,i)}- (6-15) 
t=o 7=0 

Обозначим через c t ( p ) выражение в фигурных скобках. Тогда равенство 
(6.11) примет вид 

«М = ХР(У) Е ^]Ш„к'3\у) + v(y), (6.16) 

где ХР(У) = Х{РУ) и v(y) = V(py). 
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§7. Задача в клине 

Результаты о задаче в клине получаются с помощью обратного преобразо­
вания Фурье из утверждений о задаче с параметрами в конусе. Поэтому здесь 
мы ограничиваемся формулировками. 

Рассмотрим задачу (1.8), (1.9) при / б Vg(Q;f), 7 > О (см. определение 
нормы в (1.4)). Пусть и(-,С, г) — сильное решение задачи (1.10), (1.11) с пра­
вой частью /(•, С, т) = F(Zit)_,.(^]r)/(-, z, t). Функцию и, определенную равенством 
u(y,z,t) = FzK_^.z tS(y, (,т), назовем сильным решением задачи (1.8), (1.9). 
Из теоремы 4.5 получается следующее утверждение. 

Теорема 7.1. Для всякой функции / € V°(Q; 7) при любом j > 0 существует 
единственное сильное решение и задачи (1.8), (1.9). Справедлива оценка 

ih-X(Qn)\\^c\\f-v0°(Q;i)l 

в которой постоянная с не зависит от -у > 0. 

Введем пространство Vp(dQ; 7) функций на 8Q = дШ х R для s = 0,1, . . . и 
/3 е К; норму определим равенством 

IKv;(dQ;7)|| = (у"рл--1-2(/'-)||щ-,с,г);я^ак;1)||2йСАт) , 

где W(TJ,(,T) = ад(р_1т?,С,т), т = а - i-y и, как обычно, р = (|£|2 + И2)1/2-
(Напомним, что норма в пространстве # | ( Ж ; 1) задана формулой (3.13) и 
следующим за этой формулой равенством.) 

Рассмотрим задачу 

C(DX, Dt)u = f на О х Е, (7.1) 
и = д на ЭВ х R. (7.2) 

Из теоремы 4.6 вытекает 
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Теорема 7.2. Для всякого вектора {f,g} € VQ(Q\^) х vo(dQ;i) при любом 7 > О 
существует единственное сильное решение задачи (7.1), (7.2). Верна оценка 

72||«;V0
1(Q;7)I|2 +l\\Dvu]V°(dQ;1)\\2 

< с{||/; V0°(Q; 7 ) | | 2 + 7 | |$ ; V0\dQ; 7 ) | | 2 }-

Постоянная с не зависит от -у. 

Фиксируем функцию х € С£°(К), равную единице вблизи вершины конуса К, 
и введем оператор 

(Xu)(y,z,i) = F-1
tT)_yizAx{py)F(z,tt,)^{^r)u{y,z',t'). 

Положим еще 

(Au){y,z,t) = F^T)_^(zApF{z, i l,)_>(fir)u(y,z',*')-

Для /? € R, 7 > 0 и g = 0 , 1 , . . . определим пространство Wp%4{Q\ 7) с нормой 

| | u ; W ^ ( Q i 7 ) | | = ( | | X U , y ; + ; ( Q ; 7 ) | | 2 + 7 2 | | « ; ^ ( Q ; 7 ) l | 2 ) 1 / 2 -

Пространство 7?.V/},?(Q;7) наделяется нормой 

II/; ̂ ^,,(0; 7)|| 

= (Е7-2>1|А'7; ВД_7.(д;7)|Г + 7-2(1+?)1|л1-^/;т/0°(д;7)112)1/2. 

Пусть и(-,£,т) — сильное (/?, д)-решение задачи (1.10), (1.11). Функцию 
и, определенную равенством u(y,z,t) = -РЛ1*^, t)w(j/, С;т) назовем сильным 
(/3,д)-решением задачи (1.8), (1.9). Следующее утверждение выводится из тео­
ремы 5.3. 
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Теорема 7.3. 1) Если fa < (3 < 1, q = О,1,... и -у > 0, то для каждой функции 
/ € %Vpt4{Q\ 7) существует единственное сильное {fa д)-решение и задачи (1.8), 
(1.9). Справедлива оценка 

| | u ;W^(Q; 7 ) |K <faq)\[f; KVfi,4{Q;7)||; (7.3) 

постоянная с не зависит от 7 > 0. 
2) Если (5 € (fa+i, fa), то сильное (fa qj-решение существует лишь для функций 

f € lU/pt4(Q\f), подчиненных условиям 

(/(•,С,г),Чм)(-,С,г)) = о 

при всех С € Rrf, г = сг - «7 {двойственность в Ь2(Щ); здесь tui*'" — эле­
менты базиса в пространстве ker Aptq((,r)*, построенные в предложении 5.2 
и отвечающие собственным числам А„ из полосы (5.5). Сильное (faq)-peuieHue 
единственно; выполняется неравенство (7.3). 

3) Всякое сильное {fa q)-peuienue является сильным решением ((3 < 1). Если 
существуют сильные (faq)- и (fa,q')-pemeHwi, то они совпадают. 

Для описания /3-решений задачи (7.1), (7.2) понадобятся пространства 
2>V/?(Q;7) и 1lVp(Q;-y). В первом из них норма определяется равенством 

\\u;VVp(Q-n)\\ 
= (||XU; ̂ 2(g; 7) | |2 + 7 2 | k V^(Q; 7)|Р + 7ll^«; ^°(aQ; 7) | |2)1 / 2 . 

Пространство KVp(Q;~t) векторов {/,#} снабжается нормой 

l|{/,fl};^V^(Q;7)||2 

= (ll/;V>°(Q;7)H2+7-2||A1-'?/;K,(Q;7)||2 

+ЦХ0; V3/2(dQ; 7)||2 + l\\g; VJ{dQ; 7) | |2 

+7-1||A1-^;V0
1(5Q;7)l|2)1/2-
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Теорема 7.4 (см. теорему 5.4). Пусть выполнены условия предложения 3.5. То­
гда: 

1) Если рг < р ^ 1, то для {f,g} € ~RVp{Q;i) существует единственное 
сильное р-решение и задачи (7.1), (7.2) (при всех -у > 0). Справедлива оценка 

\\u;VVp(Q;j)\\^c(l3)\\{f,9};KMQ;i)\\ (7-4) 

с постоянной с((3), не зависящей от > 
2) Если (3 е (Pi+i,(3i), то сильное р-решение существует лишь для векторов 

{/, д}, подчиненных условиям 

(h-X,T),wik>»t-,(,T))K + (g(-,(,T),T(Dy,()wik'i\^(,T))dK = 0, 

где wi '3' — те же, что в теореме 7.3, a T(Dy, С) — оператор из формулы Грина 
(5.11). Сильное р-решение единственно. Справедлива оценка (7.4). 

3) Если существует сильное р-решение, то оно является и сильным решением. 

Остановимся еще на асимптотике решений задачи (1.8), (1.9); задача (7.1), 
(7.2) новых трудностей не доставляет. 

Теорема 7.5. Пусть числа pup' удовлетворяют условиям, указанным перед 
формулой (6.11). Пусть еще и — сильное р-решение задачи (1.8), (1.9) и f € 
TZVp'iQ'ifY Тогда справедливо представление 

u(y,z,t) = YJ{^^)){y,z,t)u^\y) + v{y,Z,t)- (7.5) 

здесь 

clk'>\z,t)=F(-^{2^(C,T), 

cikJ)«,*) = piK J £ -V'bgp)?4fc+?,>)(C,r), 

функции di +ч'3' заданы формулами 

4*+?'У)(С,г) =р-2(Я/Р,(,т)Мк'з)(-))к (7.6) 
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(ср. (6.5)) и подчиняются неравенствам 

H ^ ' ^ ^ - ^ ^ ^ - ^ ' t R ' + ^ l l ^ c l l / ^ ^ ^ Q ^ ) ! ! . (7.7) 

(Оператор X определен после теоремы 7.2). В асимптотике (7.5) присутствуют 
слагаемые, отвечающие собственным числам А„ из полосы /3' < ImA + 2 — (п — 
d)/2 < (5. Для остатка v в (7.5) справедлива оценка 

IN W H Q ; 7 ) K c||/;ftVHQ;7)l|. 

Доказательство. Формула (7.5) является следствием равенства (6.16). Выраже­
ния (7.6) вытекают из соотношений (6.5) (нужно учесть связь между правыми 
частями задач (6.2), (6.3) и (6.13), (6.14)). Для вывода неравенства (7.7) надо 
воспользоваться оценкой 

\dik^((,r)\^p-2\\f(-/p,(,r);nE?l(K;l)\\ 

(которая получается из представлений (7.6)) и связью норм 

||/;ttVV(Q;7)||2= / pd-n-2e'\\f(-/p,(,T),nH0,(K;l)fd(da. . 
RJ + l 

Добавление (доказательство предложения 3.5 для случая п — d — 2). Мы долж­
ны проверить неравенство (3.14) без дополнительного предположения v\dK = 0 
в случае п — d = 2. Это будет сделано в несколько шагов. В частности, мы вве­
дем „обобщенное" решение задачи в конусе и обсудим его дифференциальные 
свойства. (Отметим, что доказательство существования такого решения вме­
сте с исследованием его свойств по существу эквивалентно проверке равенства 
ТтА{(,т) = 12{ЩхЩ(дУИ;р)). 

Рассмотрим задачу 

£(Dy,(,T)w = 0 в К, 
w = v на ЭК \ 0, 

(1) 
(2) 
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где v — элемент линеала Т>\. Запишем формулу Грина (5.11) для и,ад € Т>\. 
Если гх | дК = 0, а функция ад удовлетворяет уравнениям (1), (2), то формула 
Грина принимает вид 

(v,T(D„C)u)eK - {W,C{DV,(,T)U)K. (3) 

Обобщенным решением задачи (1), (2) назовем функцию ад € Ь^{Щ, удо­
влетворяющую тождеству (3) при всех и £ Т>\. 

Убедимся в существовании обобщенного решения. Функционал 

L2(K) Э / := £(Dy,C,r)u и. (v,T(Dy,()u)m (4) 

ограничен. В самом деле, оценка (3.16) сохраняется при замене т на т. Поэтому 
в силу (3.16) 

\{v,T(Dy,()u)aK.\ ^ c\\C(Dy,C,r)u\\. 

Распространим функционал (4) на все пространство L2{K), сохранив норму. 
По теореме Рисса существует элемент ад е L2(K), для которого выполняется 
равенство (3). Благодаря локальным свойствам решений эллиптических задач 
функция ад оказывается гладкой на К\0 и подчиняется уравнениям (1), (2). Для 
того чтобы получить информацию о поведении ад вблизи вершины угла и на 
бесконечности, применяются те же приемы, что и в доказательстве тривиаль­
ности ядра кегА(С,т)*. Действительно, функция v в краевом условии (2) имеет 
компактный носитель на Ж \ 0 . Поэтому быстрое убывание ад на бесконечности 
доказывается так же, как предложение 4.3. Асимптотика ад у вершины имеет 
вид 

(см. (4.8)). Покажем, что справа могут присутствовать лишь те слагаемые, для 
которых хщ € #о(К); здесь и]!"''' — главная часть Щ '3' (формула (4.4) при 
А0 = А,Д х € С£°(К), х = 1 около вершины угла. Заметим, что если функция 
и е Т>\ такова, что Ж П suppи П suppv — 0, то (w,£(Dy,(,T)u)yi = 0 в силу (3). 
Это позволяет теми же рассуждениями, что и в доказательстве предложения 
4.4, установить, что нежелательных слагаемых в асимптотике ад нет. 

Указанных свойств ад достаточно для того, чтобы эта функция подчинялась 
оценке (3.16), которая принимает вид 

72(||УадЦ2+р2||ад||2) + 7 ( З Д 2 <c7{<Vri>)2 + p2<V}2}. (5) 
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Кроме того, понадобится неравенство 

•к ж к 

Для его проверки положим К — {(г,ш) : \ы\ < а} и учтем, что 

w(r,uj) = w(r,—a) + I -j-—(r,u))dw. 
a 

Значит, 

a , 9 

—(r,w) du\ 
— a 

a 

^c{\w(r,-a)\2 +r2 J \Vw(r,uj)\2doj\. 
— a 

Отсюда вытекает формула (6). 
Перейдем к доказательству неравенства (3.14) для случая п — d = 2. Пусть 

v e £>i и w — решение задачи (1), (2). Применяя оценку (3.16) для разности 
v — w, имеем 

7
2(| |V(« - ш)||2 + p2\\v - HI2) + 7 ( А > - ™)? < C\\C(DV,(,T)V\\2. 

Функция v — w аннулируется на Ж , поэтому из неравенства (6) следует, что 

| W - ^ ) l a
d y < c | | v K y ) - u > ( y ) ) | 4 . , 

IK К 

Значит, 

7
2 | |W - ЩН*(К;р)\\2 +J(DV(V - w))2 < c\\£(Dy,C,r)v\\2. 
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Отсюда выводим, что 

7>;Я0
1(К;р) | |2+7<ЗД2 

^ c{\\C{Dy,C,r)«||2 + 7 > ; Hl{K;p)f + 7(А^}2}- (7) 

Согласно (5), третье слагаемое справа в (7) не превосходит с7||и;Яо(Ж;р)||2. 
Оценим второе слагаемое. По определению нормы в Я^(К,р) 

7
2 |К ЯоЧВДН2 - 72{l|Vu,||2 +p2\\wf + J l~^dy}. (8) 

к 

В силу (5) первые два слагаемых справа в (8) не больше, чем с7||и;#о(сЖ;р)||2. 
Из неравенств (5) и (6) следует, что 

72 /^^^/т^011^''*1 

О 1/р 

<7aW,!£^*+PW-

Таким образом, осталось оценить интеграл из правой части последней форму­
лы. Имеем (при ш = ±а) 

7, J H^)idr = у | Jwr^Ldr + j и^)1!,г j 
о 

if 
о 

Учитывая, что р = (|С|2 + Н 2 + 72)^2 > 7> получаем 
оо оо 

2 f \ w { r , u ) \ 2 . ^ 2 Г 1 f \ w ( r , u ) \ 3 , . , 2 1 
О О 

оо 

о 
^71КЯ0

1(Ж;р)||2=7||«;Я0
1(Ж;р)||2, 

что и требовалось. 

7 Алгебра и анализ, 1999. Т. 11. № 3. 
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